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摘摇 要摇 结合实际需求,在给定属性分类的形式背景中,首先定义悲观分类形式背景和乐观分类形式背景及其算

子与概念,研究它们与原形式背景的算子、概念之间的关系. 然后,对于悲观分类形式背景,建立原概念格与悲观分

类概念格之间的映射,给出由原概念格直接生成悲观分类概念格的方法. 对于乐观分类形式背景,引入概念包含映

射,研究原概念格与乐观分类概念格之间的关系,给出对应的概念格生成方法. 最后,通过例子阐述悲观分类概念

格与乐观分类概念格在实际问题上的应用及语义解释.
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ABSTRACT摇 In the formal context with attribute classification, the pessimistic classified formal context
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摇 摇 形式概念分析(Formal Concept Analysis) [1-2] 对

哲学中的概念进行形式化描述,形成概念格,以格结

构为基础进行知识发现. 在哲学中,概念由外延和内

涵构成,基于此种情况,以形式背景为基础,利用一

组二元对和对应的导出算子对概念进行数学化表

达. 而概念格是根据形式背景中对象与属性之间的

二元关系建立的一种概念层次结构,体现概念之间

的泛化关系和特化关系.
由于形式概念本身丰富的语义和较强的可解释

性,形式概念分析的研究内容呈现多元化[3-5] . 李金

海等[3]指出概念格理论与方法的多个研究方向,并
对现有的研究成果进行梳理、总结和展望. 概念格理

论的主要研究方向包括属性约简[6-12]、 规则获

取[9,13]、三支概念分析[14-16]、概念认知[17-18]等. 另一

方面,学者们研究不同形式背景下的概念格,也取得

许多成果. 林艺东等[12]在模糊形式背景的基础上给

出模糊-经典概念的矩阵表示和属性约简的矩阵方

法. 作为数据分析和知识处理的有力工具,概念格理

论也被广泛应用于医学、数据挖掘、信息检索、软件

工程等领域[19-21] .
属性聚类是形式概念分析研究的重要方向之

一,先根据属性之间的语义相似性对属性进行聚

类[22],再对聚类后的形式背景进行研究,实现在保

留必要信息的条件下对形式背景及概念格的简化.
目前,针对聚类方法在形式概念分析中的应用研究

已取得较多成果. Elloumi 等[23] 在保持关联规则不

变的情况下通过聚类分析对背景进行精炼,Zhou
等[24]基于概念距离测度的相似度阈值,研究区间概

念格的约简,Kumar 等[25] 将模糊 K鄄means 聚类方法

引入形式概念分析,解决概念格的简化问题.
已有的研究大多聚焦于聚类方法的直接应用,

针对不同情况下的聚类形式背景及概念格的生成研

究较少. Sumangali 等[26]定义概念包含映射,并结合

实例分析证明属性聚类前后概念格中的信息并未遗

漏. Liu 等[27]从多粒度的角度出发,在面向对象 /属
性概念格下研究不同粒度概念格间的关系. 在实际

应用中,对于属性分类研究的出发点常是现实生活

中不同问题下对于指标的人为分类,不以数据驱动,
在考虑不同问题时针对同个属性集合的分类也可能

会产生差异. 因此本文考虑直接通过先验知识对属

性进行分类,并给出具体的分类逻辑,将研究重心放

在不同的分类逻辑和分类后形式背景的构建与研

究上.
受实际问题启发,对考察的属性全集进行分类,

将分类后形成的每个属性类视为一个新的属性. 再

根据不同的语义需求形成悲观分类形式背景和乐观

分类形式背景,在此基础上研究两种形式背景与原

形式背景中算子、概念之间的关系,进一步探讨悲观

分类概念格和乐观分类概念格与原概念格之间的关

系. 最后给出不同分类概念格的生成定理.

1摇 预备知识

本节回顾有关形式概念分析的基本概念和

性质.
定义 1[2] 摇 称(U,A,I) 为一个形式背景,其中:

U = {x1,x2,…,xn}
为对象集,每个 xi( i 臆 n) 称为一个对象;

A = {a1,a2,…,am}
为属性集,每个 a j( j臆 m) 称为一个属性;I为 U和 A
之间的二元关系,I哿U 伊 A. 若(x,a) 沂 I,称 x具有

属性 a.
形式背景可表示为一个二维表,其中每行表示

一个对象,每列表示一个属性,行列交叉处的 1 表示

(x,a) 沂 I,0 表示(x,a) 埸 I.
对于形式背景(U,A,I),在对象子集 X 哿 U 和

属性子集 B 哿 A 上分别定义算子:
X* = {a a 沂 A,坌x 沂 X,(x,a) 沂 I},
B* = {x x 沂 U,坌a 沂 B,(x,a) 沂 I} .

特别地,对于 坌x 沂 U,a 沂 A,记{x}*为 x*,{a}*

为 a* .
设(U,A,I) 为形式背景,若二元对(X,B) 满足

X* = B 且 X = B*,称(X,B) 是一个形式概念,简称

概念. X 称为概念的外延,B 称为概念的内涵.
对于形式背景(U,A,I),坌X1 哿U,X2 哿U,X哿

U,B1 哿 A,B2 哿 A,B 哿 A,可得如下基本性质:
1)X1 哿 X2圯X*

2 哿 X*
1 ,B1 哿 B2圯B*

2 哿 B*
1 ;

2)X 哿 X**,B 哿 B**;
3)X* = X***,B* = B***;
4)X 哿 B*圳B 哿 X*;
5)(X1 胰 X2)* = X*

1 疑 X*
2 ,

(B1 胰 B2)* = B*
1 疑 B*

2 ;
6)(X1 疑 X2)*勐 X*

1 胰 X*
2 ,

(B1 疑 B2)*勐 B*
1 胰 B*

2 ;
7)(X**,X*) 和(B*,B**) 都是概念.
使用 L(U,A,I) 表示形式背景(U,A,I) 中所有

概念的集合,对于

坌(X1,B1) 沂 L(U,A,I), (X2,B2) 沂 L(U,A,I),
在偏序关系
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(X1,B1) 臆 (X2,B2)圳X1 哿 X2(圳B1 勐 B2)
下,可证明

(X1,B1) 夷 (X2,B2) = (X1 疑 X2,(B1 胰 B2)**),

(X1,B1) 遗 (X2,B2) = ((X1 胰 X2)**,B1 疑 B2)
也是概念,从而 L(U,A,I) 是格,并且是完备格,称
为(U,A,I) 的概念格.

定义 2[2] 摇 若 L(U,A1,I1) 和 L(U,A2,I2) 是 2
个概念格,且对于 坌(X忆,B忆) 沂 L(U,A2,I2),总存

在(X,B) 沂 L(U,A1,I1),使得 X忆 = X,则称 L(U,A1,
I1) 细于 L(U,A2,I2),记作

L(U,A1,I1) 臆 L(U,A2,I2) .
对于对象集与属性集均相同的 2 个概念格中的

不同概念,还可定义概念之间的包含关系,称概念

(X,B) 包含于(X忆,B忆),即
(X,B) 哿 (X忆,B忆)

当且仅当 X哿 X忆且 B哿 B忆. 基于概念之间的包含关

系,定义概念包含映射如下.
定义 3[26] 摇 设

L1 = L(U,A,I1), L2 = L(U,A,I2),
定义 L1 到 L2 上的概念包含映射 灼 颐 L1 寅 L2,使得对

于任意 2 个概念(X,B) 沂 L1,(Y,C) 沂 L2,
灼((X,B)) = (Y,C)

当且仅当

(X,B) 哿 (Y,C)
且不存在(Y忆,C忆) 沂 L(U,A,J),使得

(Y忆,C忆) 臆 (Y,C), (X,B) 哿 (Y忆,C忆) .
在对 2 个不同形式背景对应的概念格进行研究

时,针对概念格间定义的映射,给出相关定义及定理

如下.
定义 4[2] 摇 设(U,A,I) 和(V,C,J) 为 2 个形式

背景,
琢 颐 P(U) 寅 P(V)

为从 U 到 V 上的一个映射,
茁 颐 P(A) 寅 P(C)

为从 A 到 C 上的一个映射. 若对于(V,C,J) 中的任

意外延 Y,原像 琢 -1(Y) 为(U,A,I) 中的一个概念外

延,则称映射 琢 是外延连续的;若对于(V,C,J) 中任

意内涵 B,原像 茁 -1(B) 为(U,A,I) 的一个内涵,则
称映射 茁 是内涵连续的. 若琢是外延连续的且茁是内

涵连续的, 则称映射对(琢,茁) 是连续的. 若对于

坌(X,B) 沂 L(U,A,I),(茁(B)*,琢(X)*) 为(V,C,J)
中的概念,则称映射对(琢,茁) 是保概念的. 若映射

对(琢,茁) 同时满足保概念且连续,则称为概念可

靠的.
对于定义3 中给出的概念包含映射 灼,可将其分

解为外延之间的映射 琢:P(U) 寅 P(U) 和内涵之间

的映射 茁:P(A) 寅 P(A),文献[26] 证明该映射对

是连续且保概念的,即是概念可靠的.
定理 1[2] 摇 若(琢,茁) 颐 (U,A,I) 寅 (V,C,J) 为

一个概念可靠映射,则
(X,B) |寅 (茁(B)*,琢(X)*)

是从(U,A,I) 到(V,C,J) 的完全同态.

2摇 悲观分类形式背景及其概念格

在形式背景(U,A,I) 中给定属性集 A 的一个划

分 A仔 = {Ai} k
i = 1,A1,A2,…,Ak 为该属性集的 k 个属

性类. 在实际应用中,属性集 A 根据语义或先验知识

进行预分类,从而满足数据分析的不同需求,更具普

遍性.
在该属性分类的基础上,将集合 A仔 视为一个

新的属性集,其中的每个属性类 Ai 视为一个属性,
在某一对象拥有某一属性类当且仅当其具有该分类

下所有属性这一语义要求时,能够给出悲观分类形

式背景的定义.
定义 5 悲观分类形式背景 摇 设(U,A,I) 为形

式背景,给定属性集 A 的一个划分 A仔 = {Ai} k
i = 1,称

(U,A仔,I
p
仔) 为形式背景(U,A,I) 在A仔 下的悲观分

类形式背景,其中

I p
仔 = {(x,Ai) 沂 U 伊 A仔 坌a 沂 Ai,(x,a) 沂 I} .

若不加说明,本文中(U,A仔,I
p
仔) 均表示形式背

景(U,A,I) 在属性集 A的划分 A仔 = {Ai} k
i = 1 下的悲

观分类形式背景. 在(U,A仔,I
p
仔) 下,定义对象子集

X 哿 U 和属性子集族 C 哿 A仔 上的算子:
X*p = {Ai Ai 沂 A仔,坌x 沂 X,(x,Ai) 沂 I p

仔},

C*p = {x x 沂 U,坌Ai 沂 C,(x,Ai) 沂 I p
仔} .

若二元对(X,C) 满足 X*p = C 且 X = C*p,称(X,
C) 为一个悲观分类概念.

对于形式背景 (U,A仔,I
p
仔), 对于 坌X1 哿 U,

X2 哿 U,X 哿 U,C1 哿 A仔,C2 哿 A仔,C 哿 A仔,可得如

下基本性质:
1)X1 哿 X2圯X*p

2 哿 X*p
1 , C1 哿 C2圯C*p

2 哿 C*p
1 ;

2)X 哿 X*p*p,C 哿 C*p*p;
3)X*p = X*p*p*p,C*p = C*p*p*p;
4)X 哿 C*p圳C 哿 X*p;
5)(X1 胰 X2)*p = X*p

1 疑 X*p
2 ,

(C1 胰 C2)*p = C*p
1 疑 C*p

2 ;
6)(X1 疑 X2)*p 勐 X*p

1 胰 X*p
2 ,
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(C1 疑 C2)*p 勐 C*p
1 胰 C*p

2 .
使用 L(U,A仔,I

p
仔) 表示悲观分类形式背景中所

有概念的集合,记
(X1,C1) 臆 (X2,C2)圳X1 哿 X2(圳C1 勐 C2),
称 L(U,A仔,I

p
仔) 为(U,A,I) 的悲观分类概念

格,定理 2 给出上确界、下确界,并证明是一个完

备格.
定理 2摇 L(U,A仔,I

p
仔) 为一个完备格,上确界、

下确界分别为

(X1,C1) 遗 (X2,C2) = ((X1 胰 X2)*p*p,C1 疑 C2),

(X1,C1) 夷 (X2,C2) = (X1 疑 X2,(C1 胰 C2)*p*p) .
证明 摇 对于

坌(X1,C1) 沂 L(U,A仔,I
p
仔),

(X2,C2) 沂 L(U,A仔,I
p
仔),

(X1 胰 X2)*p*p*p = (X1 胰 X2)*p =
X*p

1 疑 X*p
2 = C1 疑 C2,

(C1 疑 C2)*p = (X*p
1 疑 X*p

2 )*p = (X1 胰 X2)*p*p,
即((X1 胰X2)*p*p,C1 疑 C2) 是 L(U,A仔,I

p
仔) 中的一

个概念.
再证((X1 胰 X2)*p*p,C1 疑 C2) 为上确界. 由

C1 疑 C2 哿 C1, C1 疑 C2 哿 C2,
有

(X1,C1) 臆 ((X1 胰 X2)*p*p,C1 疑 C2)
且

(X2,C2) 臆 ((X1 胰 X2)*p*p,C1 疑 C2),
则其为上界.

下证((X1 胰 X2)*p*p,C1 疑 C2) 是最小上界. 设
(X忆,C忆) 为 L(U,A仔,I

p
仔) 的一个上界,满足

(X1,C1) 臆 (X忆,C忆), (X2,C2) 臆 (X忆,C忆),
则有

C忆 哿 C1, C忆 哿 C2,
即

C忆 哿 C1 疑 C2,
则有

((X1 胰 X2)*p*p,C1 疑 C2) 臆 (X忆,C忆) .
由(X忆,C忆) 的任意性可知,((X1 胰X2)*p*p,C1 疑 C2)
是最小上界,即上确界.

同理可证(X1 疑 X2,(C1 胰 C2)*p*p) 为一个概

念,且为下确界.
在给出悲观分类形式背景及其概念格的基础

上,引理 1 描述原形式背景中的概念导出算子与悲

观分类形式背景中的概念导出算子之间的关系.
需要注意的是,在本文描述中,C 表示由属性类

构成的属性集族,Ai 表示单个属性类, 胰 Ai 表示单

个或多个属性类包含的属性构成的集合.
引理 1摇 设(U,A仔,I

p
仔) 为悲观分类形式背景,

X 哿 U,C 哿 A仔,则有如下性质:
1)X*p = {Ai 沂 A仔 Ai 哿 X*},
2) 胰

Ai沂X*p
Ai 哿 X*,

3)C*p (= 胰
Ai沂C

A )i

*
.

证明 摇 先证 1) . 设 Ai 沂 X*p,则对于 坌x 沂 X,

有(x,Ai) 沂 I p
仔,从而对于坌a沂 Ai,都有(x,a) 沂 I,

即 a 沂 X*,则 Ai 哿 X*,即
Ai 沂 {Ai 沂 A仔 Ai 哿 X*},

进而

X*p 哿 {Ai 沂 A仔 Ai 哿 X*} .
另一方面,设

Ai 沂 {Ai 沂 A仔 Ai 哿 X*},
则对于 坌a 沂 Ai,均有(x,a) 沂 I,从而有 Ai 沂 X*p,
即有

{Ai 沂 A仔 Ai 哿 X*} 哿 X*p .
综上所述,1) 成立.

再证 2) . 由 1) 的证明过程易得,对于 坌Ai 沂
X*p,都有 Ai 哿 X*,则 2) 显然成立.

最后证3).设 x沂 C*p,则对于坌Ai 沂 C,(x,Ai) 沂

I p
仔, 从而对于 坌a 沂 Ai,有(x,a) 沂 I,即有

x (沂 胰
Ai沂C

A )i

*
,

则

C*p (哿 胰
Ai沂C

A )i

*
.

另一方面,设

x (沂 胰
Ai沂C

A )i

*
,

则对于

坌a 沂胰
Ai沂C

Ai, (x,a) 沂 I,

从而对于 坌Ai 沂 C,a 沂 Ai,有(x,Ai) 沂 I p
仔,即 x 沂

C*p,

(
则

胰
Ai沂C

A )i

*
哿 C*p,

即 3) 成立.
结合引理 1 给出的算子之间的关系,可获得原

概念格与悲观分类概念格之间的关系,以及此种关

系下定义的 2 个概念格之间的映射的性质.
定理 3摇 设 L(U,A仔,I

p
仔) 为悲观分类概念格,

若(X,C) 沂 L(U,A仔,I
p
仔),则(X,X*) 沂 L(U,A,I),

进一步可有
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L(U,A,I) 臆 L(U,A仔,I
p
仔),

该偏序关系即为一般概念格之间的偏序关系.
证明 摇 由(X,C) 沂 L(U,A仔,I

p
仔),有

X*p = C, C*p = X,
由引理 1 中 3),有

X = C*p (= 胰
Ai沂C

A )i
*,

则

(X,X*) ( (= 胰
Ai沂C

A )i

*

(, 胰
Ai沂C

A )i )
**

沂 L(U,A,I),

则进一步得 L(U,A,I) 臆 L(U,A仔,I
p
仔) .

定理 4摇 设 L(U,A仔,I
p
仔) 为悲观分类概念格:

1)定义 渍 为 L(U,A仔,I
p
仔) 到 L(U,A,I) 上的一

个映射,
坌(X,C) 沂 L(U,A仔,I

p
仔), 渍((X,C)) = (X,X*),

则 渍 是一个保交映射;
2)定义 鬃 为 L(U,A,I) 到 L(U,A仔,I

p
仔) 上的一

个映射,
坌(X,B) 沂 L(U,A,I), 鬃((X,B)) = (X*p*p,X*p),
则 鬃 是一个保序映射;

3)鬃 莓 渍 颐 L(U,A仔,I
p
仔) 寅 L(U,A仔,I

p
仔) 是一个

恒等映射.
证明 摇 先证 1) . 对于

坌(X1,C1) 沂 L(U,A仔,I
p
仔),

(X2,C2) 沂 L(U,A仔,I
p
仔),

由引理 1 中 3),有

X1 = C*p
1 (= 胰

Ai沂C1
A )i

*
, X2 = C*p

2 (= 胰
Ai沂C2

A )i

*
,

则有

X**
1 (= 胰

Ai沂C1
A )i

***

(= 胰
Ai沂C1

A )i

*
= X1,

X**
2 (= 胰

Ai沂C2
A )i

***

(= 胰
Ai沂C2

A )i

*
= X2,

从而有

(X*
1 胰 X*

2 )** = (X**
1 疑 X**

2 )* = (X1 疑 X2)* .
因此有

渍((X1,C1) 夷 (X2,C2)) =

摇 摇 渍(X1 疑 X2,(C1 胰 C2)*p*p) =

摇 摇 (X1 疑 X2,(X1 疑 X2)*) =

摇 摇 (X1 疑 X2,(X*
1 胰 X*

2 )**) =

摇 摇 (X1,X*
1 ) 夷 (X2,X*

2 ) =
摇 摇 渍(X1,C1) 夷 渍(X2,C2) .

再证 2) . 对于

坌(X1,B1) 沂 L(U,A,I), (X2,B2) 沂 L(U,A,I),

若(X1,B1) 臆(X2,B2),即X1 哿X2,则X*p
1 勐X*p

2 ,则
对于

鬃((X1,B1)) = (X*p*p
1 ,X*p

1 ),

鬃((X2,B2)) = (X*p*p
2 ,X*p

2 ),
有

鬃((X1,B1)) 臆 鬃((X2,B2)) .

最后证 3) . 对于(X,C) 沂 L(U,A仔,I
p
仔),由

X*p = C, X*p*p = X,
易得

鬃 莓 渍(X,C) = (X,C) .
在此基础上,通过一般的概念格构造算法得到

悲观分类概念格.
定理 5摇 设(U,A,I) 为形式背景,给定属性分

类 A仔 = {Ai} k
i = 1,则有

L(U,A仔,I
p
仔) =

摇 摇 {(X p
仔,B

p
仔) 坌(X,B) 沂 L(U,A,I)},

其中

X p
仔

æ

è
çç= 胰
Ai沂A仔
Ai哿B

A
ö

ø
÷÷i

*

, B p
仔 = {Ai Ai 沂 A仔,Ai 哿 B} .

证明 摇 设(X,C) 沂 L(U,A仔,I
p
仔),由定理 3 可

知 埚(X,B) 沂 L(U,A,I),其中 B = X* . 由引理 1 中

1),有
C = X*p = {Ai Ai 哿 X*} = {Ai Ai 哿 B},

又由引理 1 中 3),有

X = C*p (= 胰
Ai沂C

A )i

*

(= 胰
Ai哿B

A )i

*
,

则有

L(U,A仔,I
p
仔) 哿

{ æ

è
çç

æ

è
çç摇 摇 胰
Ai沂A仔
Ai哿B

A
ö

ø
÷÷i

*

,{Ai Ai 哿 B
ö

ø
÷÷}

摇 摇 坌(X,B) 沂 L(U,A,I }) .

另一方面,对于(X,B) 沂 L(U,A,I),Ai 哿 B,由
引理 1 中 3),

{Ai Ai 哿 B}*p (= 胰
Ai哿B

A )i

*

( (

,

胰
Ai哿B

A )i )
* *p

= {Ai Ai 哿 B}*p*p =

{Ai Ai 哿 B},

( (
则

胰
Ai哿B

A )i

*
, {Ai Ai 哿 B )} 沂 L(U,A仔,I

p
仔) .

由此二者相等.
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从构建悲观分类概念格的角度出发,本文给出

直接由原概念格生成其悲观分类概念格的方法,对
应的概念生成算法如算法 1 所示.
算法 1摇 形式背景的悲观分类概念生成算法

输入 摇 形式背景(U,A,I),
属性集上的划分 A仔 = {Ai} k

i = 1

输出 摇 悲观分类概念集 L(U,A仔,I
p
仔)

step 1摇 构建原概念格内涵集

LA(U,A,I) =

摇 摇 {B 哿 A (X,B) 沂 L(U,A,I)} = {B j}
m
j = 1 .

step 2摇 对于每个 B j 沂 LA(U,A,I),遍历 A仔 =
{Ai} k

i = 1,若 Ai 哿 B j,使其属于关于内涵 B j 的悲观分

类概念内涵 B p
j仔 .

step 3摇 构建所有悲观分类概念内涵的集合

{B p
j仔}

m
j = 1,去重,得到悲观分类概念内涵集

LA(U,A,I p
仔) = {B p

l仔}
n
l = 1 .

step 4摇 针对每个悲观分类概念内涵 B p
l仔,计算

其悲观分类概念外延 X p
l仔 = (胰 B p

l仔)* .
step 5摇 以二元组的形式返回所有的 X p

l仔 和

B p
l仔,算法结束.

例 1摇 考察 5 名中学生的学科成绩情况. 设 U =
{1,2,…,5} 表示对象集,表示 5 名学生; A = {a,b,
…,k} 表示属性集,表示11门学科. 根据各学科思维

方式的不同,将其划分为 4 个学科领域,以
A仔 = {A1,A2,A3,A4}

表示,其中:A1 = {a,b} 为语言类学科,分别表示语

文和英语; A2 = {c,d,e, f} 为理工类学科,分别表示

数学、物理、化学、生物; A3 = {g,h,i} 为文史类学

科,分别表示政治、历史、地理; A4 = { j,k} 为艺术类

学科,分别表示音乐和美术. 为了针对性地根据不同

学生在不同学科领域的总体表现对其进行生涯规

划,进一步处理学生学科成绩表. 将学科成绩位于班

级前 50% 的学生认定为在该学科中表现良好,并以

1 表示,否则表示为 0,形成如表 1 所示的形式背景

(U,A,I),概念格如图 1 所示.

表 1摇 例 1 的形式背景(U,A,I)
Table 1摇 Formal context(U,A,I) of example 1

U a b c d e f g h i j k
1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1
2 0 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1
3 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1
4 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 0
5 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1

(12345, )

(1235, )bek (1245, )f (1345, )aghj

(125, )bcefk (234, )i (135, )abeghjk (145, )afghj

(34, )aghij(15, )abcefghjk(23, )beik (25, )bcdefk (24, )fi

(2, )bcdefik (3, )abeghijk (5, )abcdefghjk (4, )afghij

( , )A

图 1摇 例 1 的概念格 L(U,A,I)
Fig. 1摇 Concept lattice L(U,A,I) of example 1

在“某学生在某学科领域中所有学科均表现良

好,则其适合进一步研究或从事该学科领域相关的

方向或工作冶 这一语义下,研究(U,A,I) 的悲观分

类形式背景,形成如表 2 所示的形式背景(U,A仔,
I p
仔), 根据定理 5 得到对应的悲观分类概念格如图 2

所示.

表 2摇 例 1 的悲观分类形式背景(U,A仔,I
p
仔)

Table 2摇 Pessimistic classified formal context(U,A仔,I
p
仔) of

example 1

U A1 A2 A3 A4

1 1 0 0 1
2 0 1 0 0
3 1 0 1 1
4 0 0 1 0
5 1 1 0 1

(12345, )

(25, )A2 (34, )A3 (135, )A1A4

(5, )A1A A2 4 (3, )A1A A3 4

( , )

图 2摇 例 1 的悲观分类概念格 L(U,A仔,I
p
仔)

Fig. 2摇 Pessimistic classified concept lattice L(U,A仔,I
p
仔) of

example 1

悲观分类概念格 L(U,A仔,I
p
仔) 从同时具有的角

度,研究不同学生对于各学科领域的掌握程度,根据

该层级结构可清晰地对学生进行分类,从而实现生

涯规划或学科互助的目的. 以悲观分类概念 (5,
A1A2A4) 为例,学生 5 在语言类、理工类、艺术类学科
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表现均为良好,而在文史类学科中存在弱势,因此在

进行专业选择时更适合于选择理工类学科.

3摇 乐观分类形式背景及其概念格

不同于悲观分类形式背景,本节在某一对象拥

有某一属性类当且仅当其具有该分类下至少一个属

性这一语义下,定义形式背景在给定属性分类下的

乐观分类形式背景.
定义 6 乐观分类形式背景 摇 设(U,A,I) 为形

式背景,给定属性集 A 的一个划分 A仔 = {Ai} k
i = 1,则

称(U,A仔,I
o
仔) 为形式背景(U,A,I) 在划分A仔 下的

乐观分类形式背景,其中

I o
仔 = {(x,Ai) 沂 U 伊 A仔 埚a 沂 Ai,(x,a) 沂 I} .

若不加说明,文中(U,A仔,I
o
仔) 均表示形式背景

(U,A,I) 在属性集 A的划分 A仔 = {Ai} k
i = 1 下的乐观

分类形式背景. 在(U,A仔,I
o
仔) 下,定义对象子集 X

哿 U 和属性子集族 C 哿 A仔 上的算子如下:
X*o = {Ai Ai 沂 A仔,坌x 沂 X,(x,Ai) 沂 I o

仔},

C*o = {x x 沂 U,坌Ai 沂 C,(x,Ai) 沂 I o
仔} .

其性质与悲观分类形式背景下的算子性质类

似. 若二元对(X,C) 满足 X*o = C 且 X = C*o,则称(X,
C) 是一个乐观分类概念. 使用 L(U,A仔,I

o
仔) 表示乐

观分类形式背景中所有概念的集合,可证明 L(U,
A仔,I

o
仔) 是一个完备格,称为(U,A,I) 的乐观分类概

念格,上确界、下确界分别为

(X1,C1) 遗 (X2,C2) = ((X1 胰 X2)*o*o,C1 疑 C2),

(X1,C1) 夷 (X2,C2) = (X1 疑 X2,(C1 胰 C2)*o*o) .
引理 2摇 设(U,A仔,I

o
仔) 为乐观分类形式背景,

X 哿 U,C 哿 A仔,则有如下性质:
1)X*o = {Ai 沂 A仔 a 沂 X*,a 沂 Ai},
2)X* 哿 胰

Ai沂X*o
Ai,

3)C*o (勐 胰
Ai沂C

A )i

*
.

证明 摇 先证 1) . 设 Ai 沂 X*o,则对于 坌x 沂 X,
有(x,Ai) 沂 I o

仔,即埚a沂 Ai,使得(x,a) 沂 I,则 a沂
X* 且

Ai 沂 {Ai 沂 A仔 a 沂 X*,a 沂 Ai},
则

X*o 哿 {Ai 沂 A仔 a 沂 X*,a 沂 Ai} .
另一方面,设

Ai 沂 {Ai 沂 A仔 a 沂 X*,a 沂 Ai},
则 埚a沂 Ai 且 a沂 X*,则对于坌x沂 X,有(x,a) 沂

I,则(x,Ai) 沂 I o
仔,即 Ai 沂 X*o,则

{Ai 沂 A仔 a 沂 X*,a 沂 Ai} 哿 X*o,
即 1) 成立.

再证 2) . 由 1) 有

X*o = {Ai 沂 A仔 a 沂 X*,a 沂 Ai},
即对于坌x沂X,若埚x沂Ai,有(x,a)沂 I,则(x,Ai)沂
I o
仔,显然有

X* 哿 胰
Ai沂X*o

Ai .

最后证 3) . 设 x (沂 胰
Ai沂C

A )i

*
,则对于 坌a 沂

胰
Ai沂C

Ai,有(x,a) 沂 I,即对于坌Ai 沂 C,(x,Ai) 沂 I o
仔,

则 x 沂 C*o,有

C*o (勐 胰
Ai沂C

A )i

*
.

引理 2 给出在乐观分类形式背景下的概念导出

算子与原形式背景中的概念导出算子之间的关系.
由于乐观分类形式背景在定义上较宽泛,乐观分类

概念格与原概念格之间不再满足严格的细于关系,
仅满足概念之间的包含关系.

定理 6摇 设 L(U,A仔,I
o
仔) 为乐观分类概念格,

则对于坌(Y,C) 沂 L(U,A仔,I
o
仔),埚(X,B) 沂 L(U,

A,I),有
X 哿 Y, B 哿胰

Ai沂C
Ai .

证明 摇 设(Y,C) 沂 L(U,A仔,I
o
仔),则 Y = C*o,即

对于坌x沂 Y,Ai 沂 C,有(x,Ai) 沂 I o
仔 . 由乐观分类形

式背景的二元关系

I o
仔 = {(x,Ai) 沂 U 伊 A仔 埚a 沂 Ai,(x,a) 沂 I},

对于 坌Ai 沂 A仔,A*o
i =胰

a沂Ai
a*,则对于 坌a 沂 Ai,有

a* 哿 A*o
i . 进一步,对于 坌a 沂胰

Ai沂C
Ai,至少存在一个

Y 的子集,使得对于该子集中任意对象 x,有(x,a) 沂
I,则从概念的角度出发,至少存在一个对象子集 X 哿
Y,为 L(U,A,I) 的一个概念外延.

另一方面,对于对象子集 Y,由 Y = C*o,则对于

坌x沂 Y,Aj 沂A仔 / C,有(x,Aj) 埸 I o
仔,从而对于坌a沂

A j,(x,a) 埸 I,则对于对象子集 X 哿 Y,坌x 沂 X,
a 沂 胰

Aj沂A仔 / C
A j, 有(x,a) 埸 I,进而

B = X* 哿胰
Ai沂C

Ai .

进一步,定义 L(U,A,I) 到 L(U,A仔,I
o
仔) 上的

映射 子 颐 L(U,A,I) 寅 L(U,A仔,I
o
仔),即对于任意2个

概念

(X,B) 沂 L(U,A,I), (Y,C) 沂 L(U,A仔,I
o
仔),

子((X,B)) = (Y,C),
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当且仅当 X 哿 Y,B 哿胰
Ai沂C

Ai 且不存在

(Y忆,C忆) 沂 L(U,A仔,I
o
仔),

使得(Y忆,C忆) 臆 (Y,C) 且

X 哿 Y, B 哿胰
Ai沂C

Ai .

可看到,在将分类形式背景中的属性类视作属

性集合时,B 哿胰
Ai沂C

Ai 与概念包含关系中要求的属性

之间的包含关系是一致的,因此这样定义的映射 子
与概念包含映射 灼 在本质上是相同的,其具有的性

质也相同,因此映射

子 颐 L(U,A,I) 寅 L(U,A仔,I
o
仔)

将 L(U,A,I) 中的外延和内涵分别映射到 L(U,A仔,
I o
仔) 中的外延和内涵上,并且为连续的. 另外,映射 子

将 L(U,A,I) 中每个概念均映射到 L(U,A仔,I
o
仔) 中

的概念上,因此该映射是保概念的. 由于映射 子 是连

续且保概念的,则其为概念可靠的. 在将映射 子 分解

为映射对的情况下,根据定理 1 可直接得到如下定

理 7.
定理 7摇 设(U,A,I) 为形式背景,给定属性分

类 A仔 = {Ai} k
i = 1,L(U,A仔,I

o
仔) 为其在属性分类 A仔

下的乐观分类概念格,则映射

子 颐 L(U,A,I) 寅 L(U,A仔,I
o
仔)

是一个完全格同态.
在此基础上,通过一般的概念格构造算法得到

乐观分类概念格.
定理 8摇 设(U,A,I) 为形式背景,给定属性分

类 A仔 = {Ai} k
i = 1,则有

L(U,A仔,I
o
仔) =

摇 摇 {(X o
仔,B

o
仔) 坌(X,B) 沂 L(U,A,I)},

其中

X o
仔 = 疑

Ai沂A仔
Ai疑B屹

(
覫

胰
a沂Ai

a )* ,

B o
仔 = {Ai Ai 沂 A仔,Ai 疑 B 屹 覫} .

证明 摇 对于(Y,C) 沂 L(U,A仔,I
o
仔),由定理 6,

埚(X,B) 沂 L(U,A,I),有 X哿 Y且 B哿胰
Ai沂C

Ai,对于

(X,B),(Y**,Y*) 沂 L(U,A,I),有 X 哿 Y 哿 Y**,
即 X 哿 Y**,则有(X,B) 臆 (Y**,Y*),则 B 勐 Y*,
由引理 2 中 2),有

Y* 哿胰 Y*o =胰
Ai沂C

Ai,

则有

Y* 哿 B 哿胰
Ai沂C

Ai,

对于 坌a 沂 Y*,有 a 沂 B,进而有 Ai 疑 B 屹 覫,则
C = Y*o = {Ai},

其中

Ai 沂 A仔, Ai 疑 B 屹 覫.
另外,对于 Ai 沂 C,

A*o
i = {x x 沂 U,埚a 沂 Ai,xIa} =

胰
a沂Ai

{x x 沂 U,xIa} =胰
a沂Ai

a*,

则

C*o = {x x 沂 U,坌Ai 沂 C,埚a 沂 Ai,xIa} =
疑
Ai沂C

{x x 沂 U,埚a 沂 Ai,xIa} =

疑
Ai沂C

A*o
i =疑

Ai沂
(

C
胰
a沂Ai

a )* ,

即

Y = C*o =疑
Ai沂

(
C

胰
a沂Ai

a )* .

另一方面,对于(X,B) 沂 L(U,A,I),令
C = {Ai Ai 沂 A仔,Ai 疑 B 屹 覫},

则

C*o =疑
Ai沂C

A*o
i =疑

Ai沂
(

C
胰
a沂Ai

a )*

且由

A*o
i =胰

a沂Ai
a*, 疑

Ai沂C
A*o

i = C*o,

(
有

疑
Ai沂

(
C

胰
a沂Ai

a ) )*
*o

= C = {Ai},

(
故

疑
Ai沂

(
C

胰
a沂Ai

a )* ,{Ai )} 沂 L(U,A仔,I
o
仔) .

最后给出由原概念格直接生成乐观分类概念格

的方法,对应的概念生成算法如算法 2 所示.
算法 2摇 形式背景的乐观分类概念生成方法

输入 摇 形式背景(U,A,I),
属性集上的划分 A仔 = {Ai} k

i = 1

输出 摇 乐观分类概念集 L(U,A仔,I
o
仔)

step 1摇 构建原概念格内涵集

LA(U,A,I) =

摇 摇 {B 哿 A (X,B) 沂 L(U,A,I)} = {B j}
m
j = 1 .

step 2摇 对于每个 B j 沂 LA(U,A,I),遍历 A仔 =
{Ai} k

i = 1,若 Ai 疑 B j 屹 覫,则使其属于关于内涵 B j 的

乐观分类概念内涵 B o
j仔 .

step 3摇 构建所有乐观分类概念内涵的集合

{B o
j仔}

m
j = 1,去重,得到乐观分类概念内涵集

LA(U,A,I o
仔) = {B o

l仔}
n
l = 1 .

step 4摇 针对每个乐观分类概念内涵 B o
l仔,计算

乐观分类概念外延
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X o
l仔 = 疑

Ai沂Bo
l

(
仔

胰
a沂Ai

a )* .

step 5摇 以二元组的形式返回所有的 X o
l仔 和

B o
l仔,算法结束.

例 2(续例 1)摇 结合同一学科领域各学科思维

方式类似这一特点,为了帮助学生进一步挖掘学科

潜力,如表 3 所示,形式背景(U,A,J) 将学科成绩位

于班级前 20% 的学生认定为在该学科中表现优秀,
表示为 1,否则表示为 0,概念格如图 3 所示.

表 3摇 例 2 的形式背景(U,A,J)
Table 3摇 Formal context (U,A,J) of example 2

U a b c d e f g h i j k
1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1
2 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0
3 0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 0
4 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
5 0 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0

( , )A

(125, )c

(14, )a (13, )fj(15, )bc (34, )h (35, )e

(1, )abcfjk (4, )agh (5, )bce (2, )cdi (3, )efhj

(12345, )

图 3摇 例 2 的概念格 L(U,A,J)
Fig. 3摇 Concept lattice L(U,A,J) of example 2

在“某学生在某学科领域中至少有一门学科表

现优秀,则其具有在这一学科领域继续发展的潜

力冶 这一语义下,研究(U,A,J) 的乐观分类形式背

景,形成形式背景如表 4 所示,根据定理 8 得到对应

的乐观分类概念格如图 4 所示.

表 4摇 例 2 的乐观分类形式背景(U,A仔,J
o
仔)

Table 4摇 Optimistic classified formal context (U,A仔,J
o
仔) of

example 2

U A1 A2 A3 A4

1 1 1 0 1
2 0 1 1 0
3 0 1 1 1
4 1 0 1 0
5 1 1 0 0

(12345, )

(145, )A1 (1235, )A2 (234, )A3

(15, )A1A2
(13, )A2A4 (23, )A2A3

(1, )A1A A2 4 (4, )A1A3 (3, )A2A A3 4

( , )

图 4摇 例 2 的乐观分类概念格 L(U,A仔,J
o
仔)

Fig. 4摇 Optimistic classified concept lattice L(U,A仔,J
o
仔) of

example 2

乐观分类概念格 L(U,A仔,J
o
仔) 从至少具有一

个的角度,研究学生在各学科领域是否具有优秀科

目,根据这一结果可从学生个体出发,结合其可能具

有的学科潜力因材施教. 以乐观分类概念(1235,
A2) 为例,学生 1、学生 2、学生 3、学生 5 在理工科学

科中均有优秀科目,可通过建立理工科学习小组,进
一步挖掘理工学科潜力.

从例1和例2可看到,悲观分类概念格和乐观分

类概念格因其不同的分类逻辑分别适用于实际应用

中的不同情境,满足数据分析过程中的不同需求.

4摇 结 束 语

鉴于概念格理论良好的数学性质及其对于实际

数据的可解释性,针对不同形式的数据集和多种数

据分析目标都具有较强的适用性. 结合现实语义中

不同情境下属性的分类逻辑,本文直观定义悲观分

类形式背景和乐观分类形式背景,分别研究分类形

式背景与原形式背景之间算子、概念的关系. 再从概

念格的角度分别阐述 2 种分类概念格与原概念格间

的关系,并通过定义映射进一步研究原概念和分类

概念间的对应. 最后给出 2 种分类概念格的构造定

理. 可以看到,本文未从如何对属性进行聚类这一问

题出发,而是更多地从实际角度聚焦于在给定属性

分类的情况下对象与属性类之间关系的定义方式,
研究不同定义方式下构成的新的形式背景和概

念格.
出于简化模型的考虑,本文现有的研究仅涉及

2 种较极端的情况,即悲观分类和乐观分类,而在现

实生活中往往会出现更丰富的分类逻辑. 另外,在实

际中会出现更复杂的情境,单个形式背景中的不同
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属性类可能会具有不同的分类逻辑,因此针对该类

混合分类问题的研究也具有一定的实际意义.
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