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摘摇 要摇 概念格理论与方法是形式概念分析研究中的基本内容,该研究已取得一系列的重要成果,主要集中在概

念格模型推广、概念格构造、概念格约简、基于概念格的规则提取、概念知识空间、概念格的粒计算方法及概念格应

用等研究方向. 为了进一步促进形式概念分析的研究与发展,文中对现有的概念格理论与方法进行梳理、总结与展

望. 特别地,指出上述研究方向中存在的关键科学问题,进行一些理论分析,并提出初步的研究思路,为今后解决这

些问题提供有益的参考.
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Concept Lattice Theory and Method and Their Research Prospect

LI Jinhai1,2, WEI Ling3, ZHANG Zhuo4, ZHAI Yanhui5, ZHANG Tao6, ZHI Huilai7, MI Yunlong8

ABSTRACT 摇 Concept lattice theory and method are the basic topics in the study of formal concept
analysis, and important achievements are obtained. The previous study mainly focus on the generalization
of concept lattice models, concept lattice construction, concept lattice reduction, concept lattice based
rule acquisition, conceptual knowledge space, granular computing method for concept lattice and concept
lattice applications. To further promote the study and the development of formal concept analysis theory,
the existing research on theories and methods of concept lattice is summarized in detail, and an outlook is
also produced for the researchers. Especially, it is pointed out that there are some key scientific problems
in the above researches, a theoretical analysis of these problems is presented, and some preliminary
research thoughts are provided as well. The obtained results offer a useful piece of advice for solving the
problems in the future.
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摇 摇 概念格[1] 是形式概念分析理论中用于数据分

析与处理的核心工具,也是一种挖掘数据关联的有

效方法. 概念格的数学基础是格论,可视化工具是

Hasse 图,研究方法是抽象代数、离散数学、数据结

构与算法分析、模糊集[2]、粗糙集[3]、粒计算[4医、三
支决策[5]、认知计算与逻辑学等. 众所周知,概念格

是形式概念分析中最受关注的内容之一,它提出的

初衷是希望通过形式化的方式刻画现实中的实体对

象或抽象概念,并建立相应的层次知识结构,描述概

念之间的泛化与特化关系[6] . 因此,概念格的研究

背景和意义非常明确,涉及的理论、方法和分析工具

多样化. 截至目前,概念格已在信息检索[7]、知识发

现[8]、关联分析[9]、推荐系统[10]、软件工程[11] 等领

域取得广泛应用.
概念格的出发点是布尔型数据,它在形式概念

分析中被称为形式背景[6] . 这种数据的特点是对象

和属性(有些领域也称为样本和特征)之间有无关

系. 这种有无关系是可以叠加的,即多个对象与多个

属性也可以讨论有关系(意指对象和属性之间两两

有关系)或没有关系,那么什么时候对象和属性的

搭配能够同时达到极大状态,即在多个对象和多个

属性有关系的前提下,当一方固定时,另一方取到最

大值,一旦多个对象和多个属性达到极大状态时就

形成形式概念[1] . 需要指出的是,形式概念是知识

表示的基本单元,也是一类概念知识. 显然,在形式

概念分析中,对象或属性是否属于某一概念是确定

的[12] . 对于一个形式背景,多个对象和多个属性之

间会出现不同的极大状态,这意味着形式概念的个

数众多. 一个形式背景的形式概念通常都不是孤立

存在的,它们之间存在包含或部分包含关系. 在形式

概念分析中,这种关系被称为概念之间的泛化-特
化关系[6],据此可将一个形式背景的形式概念进行

知识结构化. 综上可知,概念格是形式概念配备泛化

-特化关系生成的.
下面介绍概念格的主要研究问题. 首先,在讨论

概念格时,第一个问题就是概念到底是什么或研究

什么样的概念,Wille[1] 只是给出形式概念的定义,
它是反序 Galois 连接的不动点[13],也是布尔矩阵(0
和 1 为元素组成的二维表)中数字全为 1 的极大填

充块. 随着研究的不断深入,学者们发现形式概念只

是一种最简单的概念知识,对研究对象布尔型数据

的要求较苛刻,现实中遇到的数据往往较复杂,即多

数情况下不满足布尔型数据的要求,从而限制方法

的广泛应用. 受此启发,一些学者又相继提出各种扩

展概念[14-21],它们的研究对象比布尔型数据更宽

广,适用范围更大. 这类研究称为概念格的模型

推广.
当确定讨论某一类概念之后,需要进一步考虑

如何从特定数据中找出所有概念,该问题称为概念

格构造[6] . 需要指出的是,概念格构造是一个 NP鄄
hard 问题,这意味着完成这项任务耗时巨大,从而

吸引众多学者的研究兴趣. 众所周知,此类问题若靠

单纯的穷举法进行求解,则效果是不理想的,因为问

题空间的所有可能组合太多,从而导致计算效率非

常低. 最早想到的较可行的方法是采取增量式计算

策略[22],可有效避免一些不必要的计算环节. 随后,
并行和集成思想被应用于增量式构造概念格[23-24],
从而大幅提高建格效率. 相比盲目构建整个概念格,
实际应用驱动的概念格研究通常只涉及部分概念节

点,此时通过有针对性地寻找目标概念能有效简化

问题的求解过程.
其次,为了更好地进行数据分析和节省存储空

间,有必要对概念格进行约简. 一般地,约简概念格

存在 3 种方式:对象约简、属性约简和概念约简. 相
比属性约简和概念约简,对象约简的研究较少,也未

引起足够的重视. 属性约简(又称特征选择)最通用

的研究方法是保持概念格结构不变,消除冗余属

性[25] . 也就是说,此类属性约简的前提是先建立概

念格,这通常意味着涉及庞大的计算量. 另一种受欢

迎的属性约简方式是粒约简[26] . 注意,虽然实现属

性约简也可通过其它方式(如可约属性策略[6] ),但
是如果最终输出结果为简化概念格,即便一开始不

建格就直接在数据层面进行约简,最终还是要构建

简化概念格. 因此,至于是先约简属性再构建概念

格,还是先构建概念格再进行属性约简,目前仍没有

专门的讨论. 相比属性约简,概念约简的研究模型较

多,可通过删减数据间接减少概念数目[6],也可按

某种方式直接对已得到的概念节点进行删减[27] . 需
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要指出的是,删减概念本身不是目的,重要的是实施

删减是为了达到某种实际需要,避免为了纯粹减少

概念节点而删减概念.
再者,概念格的节点之间可以进行相互推理,在

此基础上能够实现规则提取,它被认为是概念内涵

之间的一种诱导关系[28-30] . 在形式概念分析中,更
为一般的规则是蕴涵[6],它刻画属性之间的依赖关

系. 实际上,概念内涵之间的诱导关系可看作蕴涵的

一种特殊情形. 无论是建立在概念格基础上的规则

提取,还是不依赖于概念格直接对形式背景进行蕴

涵挖掘,其优点是分类精度较高,但计算量都非常庞

大,无法有效满足客户的实际需求. 因此,基于概念

格的规则提取的研究工作的瓶颈问题是如何大幅提

高计算效率.
另外,为了避免正面计算整个概念格而付出庞

大的计算代价,一种可行的研究思路是将概念格替

换为概念知识空间[31] . 概念知识空间是指若干概念

节点组成的知识空间[32],它的元素通常只是来源于

概念格的部分节点,当然理论上在最坏的情况下也

可能等于整个概念格. 实际上,利用概念知识空间替

代概念格的优点是多重的:1)可大幅降低计算量;
2)概念知识空间的演化灵活简便,更好地满足客户

的诸多需求[33-34] . 例如,在分类任务中,如果直接使

用整个概念格,总体效果通常不理想,耗时巨大. 需
要指出的是,使用整个概念格进行分类有时是不必

要的,因为现有的研究已表明:概念格中有些节点对

分类任务实际上不起作用[31,33-34],甚至还可能产生

负面作用,即对分类结果产生干扰. 此外,出于节省

计算量考虑,从概念格中筛选对分类结果有积极贡

献的概念节点较困难,原因是子空间选择同样耗时.
然而,通过概念知识空间的高效演化获得对分类结

果有实质性贡献的概念节点却是可行的. 通常,概念

知识空间如何能有效替代概念格与具体的问题背景

密切相关,目前通用的研究方法是具体问题具体

分析.
最 后, 概 念 格 的 发 展 离 不 开 粒 计 算 思

想[26,35-40] . 特别地,近年来提出的多粒度形式概念

分析理论受到广泛关注. 另外,概念本身也是粒,如
何通过粒描述对概念进行认知是一个有意义的研究

课题. 粒描述是知识粒化的核心概念[41],可以为知

识如何有效进行粒化提供依据,找到合适的粒度空

间解决实际问题[42-44] . 实际上,概念格与粒描述的

研究是相互促进的,概念格可以为粒描述提供研究

对象,粒描述可以加深人们对概念格的理解与认识,
从而有助于概念格的应用.

总之,概念格的研究涵盖多方面的内容,主要工

作包括概念格模型推广、概念格构造、概念格约简、
基于概念格的规则提取、概念知识空间、概念格的粒

计算方法、概念格应用等.

1摇 概念格的主要研究内容与进展

为了讨论方便,本文使用 U 表示对象集,A 表示

属性集,I 表示对象集与属性集之间的布尔关系. 此
时,一个形式背景可表示为三元组(U,A,I) . 将一个

对象 x 拥有一个属性 a 记为(x,a) 沂 I,D 表示决策

属性,J 表示对象集与决策属性集之间的布尔关系,
通过形式背景(U,A,I) 与(U,D,J) 的并置可得到

一个决策形式背景(U,A,I,D,J) [28] . 实际上,决策

形式背景与训练背景在语义上等价[45] .
1. 1摇 概念格模型的推广

由于概念格是概念配备泛化-特化关系生成

的,所以概念格模型的推广在本质上是对概念进行

扩展. Wille[1] 基于形式背景(U,A,I) 提出形式概念

(X,B),其中对象子集 X哿 U为外延,属性子集 B哿
A 为内涵. 形式概念(X,B) 为反序 Galois 连接 f 和 g
的不动点,即

f(X) = {a 沂 A 颐 坌x 沂 X,(x,a) 沂 I} = B,
g(B) = {x 沂 U 颐 坌a 沂 B,(x,a) 沂 I} = X.

也就是说:若一个对象属于概念(X,B),则它必拥有

内涵 B中的每个属性;同理,如果一个属性属于概念

(X,B),那么它必被外延 X 中的每个对象拥有.
在现实中,一个对象是否属于某一概念可能是

不确定或不肯定的. 为此,Burusco 等[14] 借助 L完备

格上的补运算(·) 忆和T模在 L (模糊背景 L,U,A,～ )I

中引入 L (模糊概念 ～X,～ )B ,其中模糊集～X沂 LU 为外

延,模糊集 ～B 沂 LA 为内涵,LU 表示对象集 U 上的所

有 L 模糊集,LA 表示属性集 A上的所有 L 模糊集. 具
体地,

～X*(a) = inf
x沂

{
U

～X忆(x) ～TI(x,a }) ～= B(a),

～B*(x) = inf
a沂

{
A

～B忆(a) ～TI(x,a }) ～= X(x) .

受此启发,范世青等[46] 将 L 完备格上的补运算

(·) 忆和 T模替换成伴随对(茚,寅),重新讨论4 种 L
模糊概念,其中 2 种来源于文献[15] 和文献[47] .
Belohl觃vek 等[15] 提出的 L 模糊概念的影响较大,具
体模型如下:
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～X尹(a) = inf
x沂

{
U

～X(x) 寅 ～I(x,a }) ～= B(a),

～B引(x) = inf
a沂

{
A

～B(a) 寅 ～I(x,a }) ～= X(x) .

杨丽等[48] 又将 L 完备格扩展到格蕴涵代数,利
用格蕴涵代数上的蕴涵算子研究格值模糊概念. 此
外,Medina 等[49] 在多伴随环境下进一步推广模糊

概念格. 注意到概念外延和内涵均为模糊集的情况

太复杂,得到的模糊概念数目较多,从而大幅削弱其

实用性. 为了简化模糊概念,采用模糊截集的思想考

虑外延或内涵不模糊的单边模糊概念格[50-54] . 至

此,从经典形式概念到模糊概念的跨度研究形成一

个渐进的过程.
经典的形式概念只适用于完备背景,然而现实

中数据出现缺失或不确定不可避免,得不到精确概

念也是很正常的现象. 为此,Djouadi 等[20] 基于数据

近似评估思想,提出不完全可知概念. Li 等[55] 借助

外延上下近似算子,又给出近似概念的定义,将属性

集的序对作为概念的内涵. 在此基础上,Yao 等[56]

利用区间集系统研究不完备形式背景的部分已知概

念,区分为 3 种类型:外延为区间集、内涵为经典集,
外延为经典集、内涵为区间集,外延和内涵均为区

间集.
另一个较受欢迎的概念格扩展模型为粗糙概念

格. 顾名思义,它是将粗糙集上下近似思想引入概念

诱导算子中重新定义概念. 以面向对象概念[16] 和面

向属性概念[17] 为例,涉及一个必然算子(·) # 和一

个可能算子(·)殷,其中(·) # 表示拥有对象(或属

性) 肯定包含于原象的属性(或对象) 组成的集合,
而(·)殷 表示拥有对象(或属性) 可能包含于原象的

属性(或对象) 组成的集合. 此处,肯定和可能的语

义分别与粗糙集中上下近似的语义一致. 若 X# = B,
B殷 = X,称(X,B) 为面向对象概念[16];若X殷 = B,B#

= X,称(X,B) 为面向属性概念[17] . 不同于经典的概

念诱导算子,必然算子(·) # 和可能算子(·)殷 满足

保序 Galois 连 接, 这 方 面 更 多 对 比 分 析 见 文

献[13] .
近年来,较热门的概念格扩展模型为三支概念

格[18],它的核心思想是信息的一致性. 也就是说,通
过一致拥有和一致不拥有可将研究对象划分为三个

彼此不相交的部分,其中一致拥有和一致不拥有的

对立面部分一致拥有被视为边界域. 注意,信息不一

致产生的边界域是专家意见相左的一种具体表现,
即决策信息产生冲突. 这种现象与不完备形式背景

获取的部分已知概念完全不同,尽管在概念的表现

形式上两者貌似有一定的相似性,因为它们都采用

集合序对的方式进行知识描述. 此外,三支概念格与

经典概念格之间可相互转化,这意味着三支概念格

可促进经典概念格的进一步研究,反之亦然.
除了上述常见的概念之外,还有一些较抽象的

概念模型,例如:三元概念[19]、单调概念[57]、AFS
(Axiomatic Fuzzy Set)概念[58]、模糊三支概念[59]、实
值概念[21]、概念模式[60] . 实际上,三元概念是将经

典概念从二维空间推广至三维空间,增加条件空间,
能描述在一定条件下一个对象与一个属性之间是否

存在拥有关系. 单调概念是把概念内涵扩展至复合

逻辑析取-合取式,而 AFS 概念是通过逻辑式等价

关系有效克服单调概念可能出现的外延与内涵之间

不一一对应的问题. 模糊三支概念是考虑 L 模糊背

景及其补背景的模糊概念诱导算子. 实值概念允许

内涵为任意实数集的向量,而概念模式的内涵是任

意值的描述向量.
1. 2摇 概念格构造

由于概念格自身的原因,构造时间与规模呈爆

炸式增长,所以如何提高概念格构造效率是形式概

念分析理论中的重要课题. 下面分别从经典概念格

构造、模糊概念格构造、iceberg 概念格构造及概念

三元格构造四方面介绍该方向的研究进展情况.
1. 2. 1摇 经典概念格构造

经典概念格构造算法从最初只生成节点的枚举

法 NextClosure[6]、CbO(Close鄄by鄄One) [61],到后来可

同时生成格结构的方法: Bordat[62]、 Nourine[63]、
Lindig[64],及以 Godin[22]为代表的渐增式构造算法.
在 2000 年左右,Valtchev 等[23,65] 开发集成构造算

法. 此类方法实际上是泛化渐增式构造算法的结果.
至此,概念格构造的主流方法已基本形成,分别是批

处理算法、渐进式构造算法和集成构造方法. 需要指

出的是,这些方法也是构建扩展概念格的主要思想.
后续其它概念格构造算法均能找到上述主流方法的

影子,如批处理 Choi[66]、渐增式 AddIntent[67], In鄄
Close[68]等.

并行计算作为算法加速的一种重要方式,在概

念格构造研究中得到重视,即利用并行计算技术可

以对现有的各种串行概念格构造算法进行加速.
Njiwoua 等[69] 对 Bordat 进行并行化改造,大幅降低

概念格构造的计算代价. 类似地, Fu 等[24] 也对

NextClosure 进行并行化处理. 受此启发, Francois
等[70]又改进概念格并置集成构造算法. 此外,Krajca
等[71]基于字典序实现形式概念的并行快速计算,它
的思想与 NextClosure 较相似.
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随着经典概念格构造思想的日趋完善,2010 年

以后的研究思路并未取得实质性的进展,但仍有一

些新意. Outrata 等[72]借助正则性检验方法实现 CbO
的完善升级. Outrata[73] 研究 CbO 的改进算法.
Muangprathub[74]开发快速生成概念格的新技术. 值
得一提的是,Amrane 等[75] 受 Web 服务动态环境应

用的启发,也提出概念格构造思想.
国内关于概念格构造的研究成果也较丰富. 齐

红等[76]借助搜索空间划分实现稀疏数据的概念批

处理快速计算. 张继福等[77] 和杜秋香等[78] 分别考

虑约束概念格生成及通过概念特化增量形成概念

格. 董辉等[79]采取闭包系统划分,也实现概念格的

并行计算. 智慧来等[80]和 Zhi 等[81]又分别讨论概念

格合并及概念与蕴涵规则的快速更新问题. 近年来,
姜琴等[82] 研究如何渐进式同步消减属性. 张涛

等[83]通过属性拓扑提出概念并行计算新思路. 另
外,蔡勇等[84]给出 MapReduce 框架下的概念格并行

构造算法.
1. 2. 2摇 模糊概念格构造

根据 1. 1 节的讨论,由经典概念扩展到模糊概

念的技术路线不止一种,学者们提出不同的研究视

角[85-86],大致可分为如下两类[87] .
1)基于阈值裁截法的模糊概念格构造. 方法的

核心思想是利用已知阈值控制对象和属性受概念诱

导算子的影响程度[88-90] . 它的优点是实现数据离散

化的目的,使模糊形式背景的连续数据产生的外延

或内涵是经典集的单边模糊概念. Tho 等[88] 和 de
Maio 等[90]利用这个研究思路解决模糊本体的构造

问题. 不仅如此,刘宗田等[91] 借助两个阈值控制模

糊形式背景中数据之间进行作用的范围,辅助获得

理想的模糊概念格渐进式构造算法. 另外,许佳卿

等[89]基于模糊概念格的阈值裁截法分析软件系统,
效果较满意.

2)基于模糊逻辑的模糊概念格构造. 众所周

知,B侑lohl仳vek 长期从事模糊概念格的相关研究工

作,其特点是追求性质较好的模糊概念诱导算子,提
出一些满足经典概念格性质的数学模型[92],产生较

大的影响力. 但是,此类模糊概念格模型非常复杂,
其后也未提出高效的生成算法. B侑lohl仳vek 等[93] 借

助 NextClosure 生成 L-模糊概念, 但忽略格结构的

形成. B侑lohl仳vek[94] 通过 Lindig 类似生成 L-模糊概

念格. 另外,B侑lohl仳vek 等[95-96]为了克服计算效率低

下的困难,又基于相似度方法挖掘因子模糊概念,然
而离生成完备 L-模糊概念格仍有差距. 为此,张卓

等[97]改进 FuzzyNextClosure[93],开发并行批量生成

模糊概念的方法. 此后又受负载均衡技术的启发提

出并行计算思想[98],它的优势是可高效处理稀疏数

据的模糊概念并行构造问题. 近年来,学者们注意到

模糊 Galois 连接的闭包计算是导致建格代价迅速增

大的主要原因,在 FuzzyLattices[94] 和 Choi[66] 的基础

上又得到批处理构造模糊概念格的简易算法[99],算
法特点是可有效避免繁琐的闭包运算,不失为降低

构造模糊概念格计算量的一种方法.
1. 2. 3摇 iceberg 概念格构造

关于 iceberg 概念格构造问题,Stumme 等[27] 给

出批处理生成 iceberg 概念格的方法. Rouane 等[100]

从对象角度提出 iceberg 概念格渐进式更新策略. 与
文献[100]有所不同,Nehm佴 等[101] 从属性角度实现

iceberg 概念格构造. 不仅如此,Zaki 等[102] 借助闭频

繁项集生成思想重新讨论 iceberg 概念格构造问题.
Hu 等[103] 通过改进后的 Godin[22] 研究 iceberg 概念

格获取问题. 王黎明等[104] 采用并置集成的方法,开
发 iceberg 概念格构造算法,应用于闭频繁项集挖掘

领域. 柴玉梅等[105]又利用频繁概念直乘分布,考虑

iceberg 概念格分布式构造问题. 另外,La 等[106]联合

CHARM鄄L( Closed Association Rule Mining for Gen鄄
erating Lattice) [102] 和 CLICI ( Concept Lattice Based
Incremental Closed Itemset) [107],实现 iceberg 概念格

的渐增式生成. Kov仳cs 等[108] 利用数据约简思想探

讨 iceberg 概念格的构造.
针对数据挖掘相关任务,并未在这里列出因具

体应用而驱动的 iceberg 概念格构造工作.
1. 2. 4摇 概念三元格构造

Lehmann 等[19] 为了将概念的语义更逼近现实

环境中的原型,进一步扩展形式概念的维数,提出三

元数据的概念分析理论. 随后,Wille[109] 给出三元概

念分析的基本定理. 起初,三元概念分析并未引起同

行的广泛关注,再加上该理论过于复杂抽象,不满足

经典概念格的某些性质,因此很少有人继续跟进这

个研究方向. 然而,随着高维数据越来越得到重视,
自然三维数据也不例外,三元概念分析逐渐引起学

者们的关注. Osicka[110] 讨论概念三元格的构造问

题. B侑lohl仳vek 等[111-112]基于分级属性研究概念三元

格,并揭示三元模糊 Galois 连接和经典 Galois 连接

之间的内在联系. 近年来,国内学者也开始关注三元

概念分析. 魏玲等[113] 对三元概念分析的研究工作

进行综述. 汤亚强等[114] 给出三元概念的认知模型.
王冰洁等[115]提出构造概念三元格的渐进式生成算

法. 王霞等[116] 利用对象条件三元概念生成三元背

景的所有三元概念. 更多关于三元概念分析的介绍
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见文献[117].
1. 3摇 概念格约简

众所周知,约简通常是指在保持某种特定性质

或要求的情况下消除数据或知识的冗余. 概念格约

简也不例外,它是在保持特定信息不变的前提下避

免对象、属性或概念知识的冗余. 相应地,概念格约

简有三种方式:对象约简、属性约简和概念约简. 相
对而言对象约简受关注较少[6,50,118-119] . 下面主要介

绍属性约简和概念约简的研究进展. 实际上,属性约

简是一个保持形式背景或概念格某种特性不发生改

变以计算属性全集的极小子集的过程,而概念约简

是保持某种需求得到满足的情况下求解所有概念的

最小子集的过程.
1. 3. 1摇 属性约简的研究现状

属性约简是概念格研究领域中的一个热点问

题,张文修等[25] 提出的概念格属性约简理论与方法

是该研究方向开创性工作. 概念格属性约简是在形

式背景的对象集不发生改变时计算极小属性子集,
使约简后的形式背景生成的概念格与原始数据生成

的概念格同构[25,120] . 具体地,对于形式背景(U,A,
I),记 鄣(U,A,I) 为(U,A,I) 的概念格,

鄣U(U,A,I) = {X 颐 (X,B) 沂 鄣(U,A,I)}
为概念格所有节点外延组成的集合. 若存在 E 哿
A,使

鄣U(U,A,I) = 鄣U(U,E,IE),
则称 E为形式背景(U,A,I) 的协调集. 进一步,如果

坌a 沂 E, 鄣U(U,A,I) 屹 鄣U(U,E - {a},IE-{a}) ,
称 E为(U,A,I) 的约简. 换言之,约简是极小的协调

集. 该理论主要涉及如下四方面内容:
1)协调集与约简的定义及判定定理;
2)利用辨识矩阵计算约简;
3)属性分类(核心属性、相对必要属性、绝对不

必要属性) 及不同类型属性的特征分析;
4)属性特征与约简之间的关系.
张文修等[25] 和魏玲[120] 围绕上述问题给出一

整套分析理论,研究思路已成为概念格属性约简的

主流模式.
需要指出的是,在此之前,Ganter 等[6] 在形式

背景中已考虑属性约简问题,主要是在不影响概念

格结构的前提下避免对象和属性的冗余,但是未深

入开展研究,只进行简单分析,也未提出系统性的研

究理论或方法. 从这个意义上讲,张文修等[25] 和魏

玲[120] 的贡献是给出属性约简的研究理论与方法.
此外,Wang 等[121] 给出保持交不可约元外延集

不变的属性约简方法. Wu 等[26] 借助粒计算思想研

究粒约简问题,即求解属性全集的极小子集,使子背

景与原形式背景的粒概念外延对应相等. Mi 等[122]

基于轴对称伽罗瓦连接(Axialities) 重新考虑概念

格属性约简问题. Li 等[123] 又提出保持并不可约元

外延集不变的属性约简方法. 注意,这些属性约简的

语义是不同的,也就是措辞上相同但内涵不同. 因
此,必要时如需要特指某一种属性约简方法,应适当

添加定语以作区分. 例如,张文修等[25] 提出的属性

约简方法,通常被称为保持概念格结构不变的属性

约简.
此后,学者们又将完备形式背景的属性约简方

法进行扩展,讨论其它类型的形式背景或概念格属

性约简问题. 例如,魏玲等[124] 将该方法推广到决策

形式背景研究条件属性约简问题,定义强弱协调性,
满足不同的决策需求. Li 等[29-30,55,125-126] 在保持决

策规则的决策能力不发生改变的情况下,讨论如何

对各种类型的决策形式背景的条件属性进行约简.
Shao 等[127] 研究广义单边形式背景的属性约简. 王
振等[128-129] 借助区间集概念格,给出不完备形式背

景的属性约简方法. Li 等[52] 把 Lukasiewicz 算子替

换为 t 蕴涵,改进 Elloumi 等[50] 提出的模糊概念格

模型,并得到相应的属性约简方法. Liu 等[130] 基于

面向对象概念格和面向属性概念格,通过辨识矩阵

计算形式背景的所有约简. Qin 等[131] 将其进一步推

广到决策形式背景. Zou等[132] 考虑语言值概念形式

背景的知识约简问题. Cornejo 等[133] 分析多伴随概

念格的属性约简. 不仅如此,Ren 等[134] 在三支概念

分析[18,135] 的框架下,利用形式背景的对象导出概

念格,研究保持格结构、交(并) 不可约元、粒概念不

变的四种属性约简及它们之间的内在联系. Li
等[136] 将 Li 等[55] 提出的近似概念进一步扩展成三

支近似概念,也研究属性约简问题.
上述针对不同问题背景,从不同角度给出的保

持某一特定要求不变的属性约简方法丰富经典的形

式概念分析约简理论,受到同行的广泛关注,也激起

人们对约简内涵的深入思考. 总之,属性约简的一般

性描述可概括如下: 对于形式背景 (U,A,I), 设

准(U,A,I) 为客户要求的信息刻画, 若存在 E 哿
A,使

准(U,A,I) = 准(U,E,IE),
则称 E 为(U,A,I) 保持 准 信息的协调集. 进一步,
如果

坌a 沂 E, 准(U,A,I) 屹 准(U,E - {a},IE-{a}),
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称 E 为(U,A,I) 保持 准 信息的约简.
1. 3. 2摇 概念约简的研究现状

实际上,相对对象约简和属性约简,概念约简则

是综合考虑如何避免对象与属性的冗余问题.
概念格的构建是一个 NP鄄hard 问题,极大制约

形式概念分析理论的进一步发展. 究其原因是建立

格结构太耗时,如果能在不建格的情况下也能反映

原始形式背景的全部信息或知识,将大幅减少概念

知识挖掘的计算代价. 这是概念约简研究的初衷

之一.
曹丽等[137] 在保持二元关系不变的前提下建立

概念约简理论. 类似于经典概念格属性约简,讨论如

下问题:1)提出概念协调集和约简,给出相应的判断

性质;2)依据功能和作用的不同,将全体概念区分为

3 类(核心概念、相对必要概念、绝对不必要概念),
并从二元关系的角度对它们进行了刻画. 具体地,记
鄣(U,A,I) 为形式背景 (U,A,I) 的概念格,赘 哿
鄣(U,A,I),若

I = 胰
(X,B)沂赘

X 伊 B,

则称赘为保持二元关系不变的概念协调集. 进一步,
如果对

坌(X,B) 沂 赘,
赘忆 = 赘 - {(X,B)}, I 屹 胰

(X,B)沂赘忆
X 伊 B,

称 赘 为保持二元关系不变的概念约简.
事实上,上述概念约简方法与布尔因子分析密

切相关. 后者的主要思想是将一个布尔矩阵 Im伊n 分

解成 2 个规模较小的布尔矩阵 Pm伊k 与 Qk伊n,并尽可

能使变量 k 最小化. 这与形式概念是布尔矩阵中数

字全为 1 的极大填充块(布尔矩阵的一部分) 有密

切关系. 也就是说,形式概念与布尔因子分析中的因

子具有某种对应关系,可以用形式概念讨论布尔因

子分析的有关问题[138],甚至有时能取得较好的分

析效果[139],更多讨论参见文献[119]、文献[140]
和文献[141] . 反之,也可利用布尔因子分析中的因

子研究形式概念,当然也包括概念约简理论.
进一步,魏玲等[142] 基于概念辨识矩阵,给出计

算所有概念约简的方法. 谢小贤等[143] 通过关系矩

阵运算生成所有概念约简. 需要指出的是,除了保持

二元关系不变的概念约简之外,还有其它方式研究

概念约简. 例如,Stumme 等[27] 从全体概念中选取客

户感兴趣的一部分概念.
1. 4摇 基于概念格的规则提取

If鄄Then 规则是知识表示的主要形式,不同的领

域从不同角度对其展开深入、广泛的研究,并且习惯

称呼也不一样. 在数据库领域,If鄄Then 规则被称为

属性依赖[144];在数据挖掘领域,If鄄Then 规则被称为

关联规则[145];在形式概念分析理论中,If鄄Then 规则

被称为蕴涵[6] . 具体地,在形式概念分析中对 If鄄
Then 规则的研究主要围绕如何发现蕴涵规则进行

探讨[6,146-150] . 例如,Missaoui 等[146] 基于概念格给出

近似蕴涵获取方法. 王志海等[147] 利用增量式建格

实现规则动态提取. 谢志鹏等[148] 借助概念格与内

涵缩减技术,讨论关联规则发现. 胡可云等[149] 改造

Bordat,在此基础上通过概念格完成关联规则与分

类规则的双重挖掘任务. 梁吉业等[150] 给出闭项集

概念,据此只需提取核心规则,基于规则推理诱导形

成剩余规则,从而有效避免大规模冗余规则的生成.
实际上,已有研究[147,149,151]表明,基于概念格挖

掘得到的蕴涵规则在分类效果上一般不亚于其它分

类器,但是元素个数庞大的规则集通常不符合用户

的实际需求,很难得到用户的青睐. 与该问题相关的

研究工作主要围绕蕴涵的完备性和无冗余性展开探

究. 例如,Maier[144] 分析蕴涵的语义和语构特征,揭
示各种蕴涵基之间的关联. 相比其它蕴涵基,
Duquenne 等[152] 提出的蕴涵基包含最少的规则个

数,被称为自然基. 它的计算代价基本上是一个 NP鄄
hard 问题[153-154],一般需要借助伪内涵进行求解,即
它的求解过程非常繁琐,在实际应用中缺乏计算优

势. 此外,Qu 等[155]和马垣等[156] 还考虑其它类型的

蕴涵基,实际上不同的蕴涵基与使用的推理规则密

切有关,在此不再展开介绍. 总之,有关蕴涵的完备

性和无冗余性的理论研究已取得阶段性成果,但其

计算效率仍有待深入分析. 其实,这方面已出现一些

较好的工作可供借鉴,如关联规则[148-149,157-159] 和决

策树[160]的研究思路就较新颖.
另外,还可在决策形式背景中讨论蕴涵的特殊

形式,即前提来源于条件属性,结论来源于决策属

性,相当于对蕴涵的前提和结论的构成进一步做出

限制,这种特殊的蕴涵称为决策蕴涵[161] . 类似地,
为了研究决策蕴涵的完备性和无冗余性,Qu 等[161]

提出 琢 推理规则,以便将前提较强或结论较弱的决

策蕴涵进行删减,有效避免冗余规则的生成,在此基

础上借助最小生成子[162] 得到决策形式背景的所有

决策蕴涵. 不仅如此,为了实现保持决策能力不变的

知识约简,Li等[29-30,55,118,125-126,163] 分别在经典、不完

备、实值的决策形式背景中重新探讨类似于蕴涵推

理的决策规则冗余问题. 需要指出的是,虽然这些特

殊的蕴涵均基于 琢 推理规则实现,但是它们的出发

点并不同. 更多有关决策形式背景规则提取的研究
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可参见文献[164] ~文献[166] .
众所周知,蕴涵的冗余性是相对的,它与所使用

的推理规则密切相关,即冗余性问题必须指明是在

什么样的推理规则框架下进行讨论. 那么自然引出

一个问题:在决策形式背景中基于 琢 推理规则实现

的决策蕴涵无冗余化是否已非常满意? 这个问题取

决于其研究目的到底是什么,如果只是纯粹的讨论

非冗余决策蕴涵数目的话,一般而言是推理规则越

多或越强生成的非冗余决策蕴涵数目越少. 为此,文
献[167] ~文献[169] 从逻辑角度重新研究决策蕴

涵,一些关键的结论归纳如下:
1)琢 推理规则得到的极大决策蕴涵集是完备

的,但不是非冗余的,即能诱导其它决策蕴涵,却不

能保证元素无冗余.
2)琢 推理规则进一步合并其它推理规则,能产

生完备且非冗余的决策蕴涵集.
3)完备且非冗余的最优决策蕴涵集称为决策蕴

涵规范基,这是一个理想的决策蕴涵集,因为相对于

其它完备决策蕴涵集,它包含最少的元素个数.
4)琢 极大决策蕴涵集在抑制冗余决策蕴涵的生

成方面效果不佳,而决策蕴涵规范基在很多数据集

上进行测试的结果已表明抑制冗余规则生成的效果

显著,甚至有效抑制率超过 90% .
虽然文献[168]、文献[169]清楚揭示推理规则

与决策蕴涵规范基之间的关系,但要实现其计算仍

得依靠最小生成子,这又意味着庞大的计算量. 因
此,Li 等[170]利用真前提重新设计决策蕴涵规范基

的生成算法. 沿着这个思路,Zhai 等[171] 又讨论不精

确条件下的可变决策蕴涵, 通过 V鄄contraction、
Combination 和 Empty 三条推理规则保证可变决策

蕴涵的完备性,并且相关结论也适用于不协调决策

形式背景[161] . 进一步地,Zhai 等[172-174]和 B侑lohl仳vek
等[175]在模糊环境下还研究模糊蕴涵规则及其完

备性.
1. 5摇 概念知识空间

概念格的部分节点组成的集合称为概念知识空

间,包含所有节点或不包括任何节点属于概念知识

空间的两种极端情况. 一般地,研究概念知识空间主

要是指包含概念格的节点个数明显少于整个概念格

规模的情形,原因是接近整个概念格规模的概念知

识空间对于提高拟解决问题的计算效率益处不大.
概念知识空间研究的首要任务是如何确定它的组成

部分,这依赖于拟解决问题的研究背景或研究目的,
如寻找静态数据的概念格的一组生成基,那么对象

概念或属性概念均可视为概念知识空间,因为都可

由该概念知识空间诱导生成剩余概念. 其次,根据问

题需要,可以对概念知识空间做出必要的更新,如动

态数据的概念格一组生成基,可选择对已得到的概

念知识空间进行更新获得. 实际上,概念知识空间的

思想在形式概念分析中一直都存在,如概念格的不

可约元[6],只是从来未被当作一个重要问题单独提

出来而已.
注意:概念知识空间的研究目的通常不是在问

题求解精度与计算代价之间寻找某种平衡,而是拟

解决问题本身就不必要涉及整个概念格;否则,它就

等价于概念子空间选择问题,这不在本文的讨论范

围之内. 不仅如此,有时基于概念知识空间求解问题

甚至比使用整个概念格更有效,原因是过多的概念

节点有可能对问题求解结果造成一定的干扰而形成

一些负面影响. 例如,删除造成分类冲突的概念节点

往往可提高分类精度.
近年来,概念知识空间的思想在概念认知学习

领域中得到广泛关注,取得一些有价值的研究成果,
主要体现在如下两方面:1)粒概念形成的概念知识

空间在概念认知学习中可完成概念学习任务[32];2)
通过粒概念形成的概念知识空间设计的增量学习分

类算法能取得较好的分类性能[34] .
对于 1),它的核心原理是粒概念形成的概念知

识空间与整个概念格具有相同的概念学习能力,具
体地,在概念知识空间中进行线索的上下近似,求得

的充分必要概念与整个概念格得出的计算结果相

同,这一结论在近似环境下也是成立的[176] . 此外,
概念知识空间的演化实施起来较方便,主要运算只

是信息融合算子的不断迭代,求解过程可拆分性较

强,容易实施并行计算技术[177],有关结论进一步被

推广到大规模多源数据集上[178-180] . 并行思想主要

包括初始阶段的概念知识空间的并行化计算,以及

认知阶段对概念知识空间的认知结果进行集成

融合.
对于 2)的增量学习分类算法,它的核心思想是

粒概念形成的概念知识空间可通过样本标签进行聚

类,得到与标签关联的概念知识子空间,在增量学习

过程中这些概念知识子空间不断进行更新以增强预

测概念与训练概念之间的匹配强度,从而提高分类

精度. 具体地,首先将规范决策形式背景的决策属性

视作样本标签,具有相同标签的样本对应的条件粒

概念聚为一类,得到条件粒概念形成的概念知识空

间的初始聚类结果,即条件粒概念形成的概念知识

空间被划分为若干概念知识子空间,这些概念知识

子空间与具体的标签关联. 其次,当新样本到来时,
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如果它携带标签信息,那么凭借标签信息即可快速

锁定新样本归为哪个概念知识子空间,并对其原有

概念进行更新,否则利用概念之间的相似性判断新

样本应归为哪个概念知识子空间,以确定新样本的

预测标签,并对原有概念进行更新. 类似地,无论是

初始概念知识空间或概念知识子空间的更新,还是

增量学习过程中概念知识子空间的更新,都可方便

设计成并行模式进行计算[177],从而大幅提高计算

效率.
解决以上两个问题均无需涉及整个概念格,仅

通过概念知识空间就可有效求解问题. 特别地,利用

整个概念格还有可能得不到满意的分类性能,因为

有些概念节点信息会对样本分类造成一定的干扰,
从而导致误分类率增大. 另外,通过粒概念形成的概

念知识空间设计的增量学习分类算法被进一步推广

到模糊环境中[34],也取得较优的分类效果,运行效

率较高. 最后,需要强调的是,在实际应用中概念知

识空 间 如 何 确 定 应 依 据 具 体 问 题 进 行 具 体

分析[181] .
1. 6摇 概念格的粒计算方法

李金海等[40] 详细讨论形式概念分析的粒计算

方法,有兴趣的读者可自行查阅. 为了避免重复论

述,下面仅介绍多粒度形式概念分析与基于概念格

的粒描述问题.
近年来,多粒度形式概念分析受到人们的广泛

关注,它的研究背景为:在数据粒化过程中,一开始

不确定解决问题的合适粒度层,会将大量的知识空

间均视为潜在的研究对象,这些知识空间之间有时

是可比的,也可以相互转化,所以有必要讨论不同知

识空间对寻找拟解决问题的最优解的具体影响. 目
前,主要有两种研究视角:多粒度标记方法[182-184] 和

属性粒化思想[185-187] . 实际上,一些学者最初讨论多

粒度标记概念格主要是借助于多粒度标记信息系统

进行转化得到的[188-189],但是这种研究方式没有完

全摆脱粗糙集研究方法的一些束缚,会给习惯于形

式概念分析思维的读者在理解上造成一定困难,因
为它事先需要对数据进行预处理,即通过尺度化方

法将多粒度标记信息系统转化成一系列的形式背

景. 受此启发,李金海等[182] 利用多个形式背景的并

置重新描述多粒度形式背景,使多粒度形式概念分

析理论完全建立在经典的形式背景之上,不涉及任

何的数据预处理. 此外,为了解决多粒度形式背景因

多个背景的并置表示而引起的数据分布描述问题,
李金海等[183]提出数据跨粒度层组合的多粒度形式

概念分析方法. 在此基础上,李金海等[184] 又将单粒

度类属性块扩展到多粒度类属性块,既能够对类属

性块内部信息进行跨粒度组合,又可以对类属性块

之间的知识进行跨粒度组合,完善基于多粒度形式

概念分析的多层次知识发现理论与方法.
多粒度形式概念分析的另一个研究思路是属性

粒化[185],它的前提条件是假设属性值之间存在粗

细关系. 在此基础上,一个粗的属性可分成若干个细

的属性,反之几个细的属性也可合并得到一个粗的

属性,那么属性值就可在粒度粗细意义下进行重组

以生成新的属性. 此时,从中选出一部分属性进行组

合,均可得到形式背景. 如果看问题的视角仍为所有

属性,那么上述操作实际上就形成数目众多的形式

背景, 称为多粒度形式背景. She 等[186] 和 Shao
等[187]通过属性粒化研究面向对象概念和面向属性

概念在粒度粗细之间如何进行相互转化,并给出相

应的实现算法.
众所周知,粒描述是粒计算研究中的基本问题,

它的主要目的是针对任一目标粒找到一个合适的描

述或刻画,这里“合适冶的标准可由客户指定,也可

在理论上进行探讨:一般是指表现形式简单、描述简

短、易于理解的复合命题公式. 若能找到一个描述公

式,使其对应的对象(也可理解为满足命题的对象)
恰好等于目标粒,那么该目标粒是可精确描述

的[41,190],或称可定义的[191];否则,目标粒只能被近

似描述.
目前,概念格为粒描述提供一种研究方法[41] .

它的基本思路如下:如果目标粒是概念的外延,可通

过概念的内涵或简化后的内涵描述目标粒;如果目

标粒不是概念的外延,可利用两个概念的外延去近

似目标粒,即通过两个概念的内涵或简化后的内涵

对目标粒进行近似描述[190,192-193] . 一般地,仅借助于

某一类概念格是很难满足实际需求的,原因之一是

概念外延的个数一般少于对象幂集(潜在的目标

粒)的元素个数,而目标粒可能来源于对象幂集的

任一元素. 另一个原因是特定概念格的内涵表示方

式都较单一,不利于粒描述的多样化. 为此, Zhi
等[194]又利用近似三支概念格研究粒描述问题,丰
富粒描述的表现形式. Yao[191] 基于粗糙集和概念格

也考虑粒描述问题,它的核心概念是可定义粒,围绕

可定义粒的性质又展开一系列分析与讨论. 此外,
Wan 等[195]基于粒描述精度给出多粒度数据的最优

粒度选择方法,它是粒描述方法的一个具体应用.
最后,一个有趣的结论是,对于粒描述而言,概

念格的节点个数越多,得到的粒描述精度越高[192] .
然而,概念格的节点个数越多,又意味着其计算代价
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越大,所以这是一对相互矛盾的问题. 另外,概念内

涵的表现形式越丰富,得到的粒描述效果会越好,但
是概念内涵越丰富通常又意味着概念格的节点越复

杂,不便于理解,也很难构建起整个概念格,如单调

概念[57] 和 AFS 概念[58],这是另一对相互矛盾的问

题. 因此,粒描述是一个有意思的问题.
1. 7摇 概念格应用

概念格理论与方法日渐成熟,在诸多领域中得

到广泛应用[7-11] . 限于篇幅,下面仅选取 3 个较有特

色的应用研究领域进行介绍,分别为本体构建与融

合、知识表示与发现及推理、认知计算.
1. 7. 1摇 本体构建与融合

由于概念的形式化研究与形式逻辑中关于本体

的描述较一致,所以将概念格与本体研究结合符合

两者的发展需要,也具有某种必然性. 实际上,概念

格为本体研究提供扎实的理论基础:一方面概念节

点清晰刻画对象与属性之间的对应关系,这是本体

研究感兴趣的内容;另一方面,概念节点之间的多重

继承和内隐关联为本体知识发现提供丰富的结构信

息. 不仅如此,概念格较成熟的构建算法和融合技术

也为本体研究提供参考. 例如,Stumme 等[196]通过概

念格设计自底而上的一种本体融合算法. Chen
等[197]基于模糊概念格提出领域本体的融合方法.
Zhao 等[198]进一步利用粗糙概念分析讨论本体映

射. Zhao 等[199]借助概念格开展本体特性的生物医

学匹配研究. 朱佳等[200] 基于概念格开发煤矿事故

本体构建技术. 此外,概念格已发展多种扩展模型,
可支撑复杂环境下的本体研究. 如多维概念格适用

于多维序列模式的增量挖掘[201],为复杂地学领域

的矿山生产本体构建提供参考依据[202] .
1. 7. 2摇 知识表示、发现与推理

概念格的节点是知识表示的基本单元,Hasse
图又反映原始数据隐藏概念之间的传递关系与知识

结构层次,即概念格本身就是知识表示与发现的一

种有效工具. 此外,基于概念格的规则挖掘也为知识

推理提供方法和技术支撑,具有良好的应用前景.
Nguyen 等[8]基于形式概念分析讨论概念图表示问

题,提出一整套分析理论. Tu 等[9] 通过形式概念分

析给出基因数据的负关联挖掘方法. 渠寒花等[203]

将寒潮气象灾害数据转化为多值形式背景以构建相

应的概念格,实现气象服务领域知识获取与表示,在
此基础上利用概念知识结构的多维化得到寒潮灾害

评价等级. 覃丽珍等[204] 借助条件概念格和决策概

念格诱导出的决策规则对高校就业数据进行相关性

分析,获得学习过程与就业情况之间的若干关联. 张

涛等[205]通过形式概念分析和属性拓扑给出博客数

据的社交网络研究方法,生成博客数据的知识网络,
有利于挖掘博客数据潜藏的内在关联. Agon 等[206]

结合概念格与数学形态学,帮助初学者领悟音乐作

品背后存在的结构模式,建立音乐结构分析的数学

表示模型. Zhang 等[207]从属性拓扑和形式概念分析

的角度对临床数据的因果关系进行分析,在一定程

度上揭示中医理论中证素间的转化关系. 王慧

等[208]基于量化概念格设计频繁序列生成算法,相
关技 术 成 功 应 用 于 网 络 盗 窃 行 为 预 测 分 析.
Castellanos 等[209] 发现借助概念结构信息可提高聚

类分析质量,有利于文档主题检测研究.
1. 7. 3摇 认知计算

概念格的节点形成方式和层次结构的构建模式

与人类进行认知的过程相一致,可应用于认知计算

领域,有助于完成特定知识的认知过程. 由于 1. 5 节

总结概念认知学习中有关概念知识空间的研究工

作,此处不再展开介绍. Hao 等[210] 利用形式概念分

析的认知功能学习外部概念耦合关系和内部概念耦

合关系,在此基础上充分利用文档各方面的信息,提
高文档检索效率. Zhang 等[211]通过属性拓扑和决策

树研究增量式概念形成问题. 王凯等[212] 借助于多

层次概念格的结构信息对图像的语义进行认知分

类,实现相关参数的动态学习,并建立具有较高分类

精度的场景语义视觉模型. 王亚平等[213] 将模糊概

念格引入场景图像的视觉单词生成中,相比经典概

念格,得到更高精度的场景分类效果. 此外,还有其

它从各个角度基于形式概念分析研究认知计算的工

作,就不再一一介绍,有兴趣的读者可参见文献

[214]~文献[220].
最后,需要指出的是,上述介绍的研究内容只是

概念格理论与方法中的一部分成果,还有一些研究

工作未展开详细介绍,如从图论的角度如何快速计

算概念格的各种约简[221-222]、基于概念格的 Domain
理论分析[223]、概念格及其扩展模型的冲突分析研

究[224]等. 更多有关概念格的研究工作参见文献

[225]和文献[226].

2摇 概念格研究中存在的问题

为了与第 1 节保持一致,本节仍按概念格模型

推广、概念格构造、概念格约简、基于概念格的规则

提取、概念知识空间、概念格的粒计算方法、概念格

应用的次序逐一讨论概念格研究中存在的一些关键

问题.
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2. 1摇 概念格模型推广存在的问题

概念格模型推广是概念格研究与发展的必然要

求. 换言之,只有获得特定概念的研究对象,才能进

一步考虑其它问题. 目前,概念格模型推广主要基于

构造性方法进行研究,它的优势是能直观描述清楚

扩展概念的具体表现形式. 然而,从数学的角度而

言,还需要进一步讨论扩展概念的公理化描述方法,
因为公理化可抽象扩展概念的原型,揭示其遵循的

核心规律,有关工作属于理论上的重要创新. 文献

[32]、文献[176],文献[227] ~ 文献[231]初步探

讨经典概念和近似概念的公理化,但绝大部分的扩

展概念仍缺乏公理化结果. 因此,扩展概念的公理化

是一个具有挑战性的问题,有待今后进一步深入

研究.
众所周知,经典概念格和模糊概念格的研究已

较完善[232-233] . 不完备形式背景的部分已知概念由

Yao[56]通过区间集完全区分清楚,相关分析非常详

尽[234] . 面向对象概念和面向属性概念随着粗糙集

理论的不断完善也被分析透彻[235] . 然而,三支概念

与三支决策的发展密切相关,各种问题还会不断涌

现,那么三支概念发展取决于它对概念格和三支决

策的实际贡献,为此今后应侧重研究三支概念与其

它概念在理论和方法上的区分度、如何对三支决策

进行延伸与扩展及基于三支概念建立特色研究

方向.
此外,三元概念增加概念维数,进一步降低构造

效率[116],因此如何快速计算三维数据的所有三元

概念是加速其实际应用的关键. 需要指出的是,单调

概念、AFS 概念和实值概念由于内涵表现形式过于

复杂,仅有少量工作继续跟进[126,236],其关键是需要

突破计算瓶颈问题. 最后,概念模式在数学上将内涵

推广到更一般的情况,可将很多工作视作特殊情

况[237],但这并不能说明它的优越性,因为这是一般

模型与特殊模型之间的关系,不存在孰优孰劣的说

法,也不存在哪个更重要的问题. 除了现有概念存在

上述问题之外,还有待继续提出实用性较强、特色鲜

明的扩展概念,丰富现有的概念格模型.
2. 2摇 概念格构造存在的问题

根据 1. 2 节对概念格及其扩展模型的各种构造

算法进行分析,不难得出如下特点.
1)技术驱动. 依据结构信息的某些特性,设计

合适、有效的技术路线构建概念格. 考虑到经典概念

格构建算法日趋完善,技术驱动的思想在经典概念

格构造研究中表现得尤为突出,如字典序[6,71]、格
序[62-64]、等价类[23,65-66]、并行方法[24,69-71,79,83-84] 等.

这些技术在扩展概念格构建中依然频繁出现. 此外,
结构信息具备的某些特性有时也能激发技术路线.
例如,在模糊概念格构建中,基于概念间的相似性阈

值可挖掘模糊概念因子格[95-96] .
2)计算模式驱动. 目前概念格构造研究仍以串

行计算方式为主,并行计算为辅. 随着并行技术的不

断发展,基于并行计算的概念格构造将会越来越流

行[83],特别在大规模数据的建格 应 用 上 表 现

突出[84] .
3)应用驱动. 概念格构造研究的初衷是为形式

概念分析的广泛应用奠定算法基础. 通常,实际任务

的独特性和合适的构建技术之间进行有效搭配会催

生各种各样的建格算法,如针对 iceberg 概念格提出

的各种构造算法[27,100-108] . 此外,有时按需仅构建概

念格的一部分,避免盲目构造完备格也不失为一种

明智的选择[238] .
实际上,现有的很多概念格构造算法都综合考

虑上述多种策略的组合. 不难预见,今后研究概念格

构造算法依然会延续这条道路. 最后,尤其需要强调

的是,随着量子计算、DNA(Deoxyribonucleic Acid)
计算、认知计算等新兴计算模式的不断涌现与普及,
以及大数据、人工智能、移动 Web 服务等各种实际

应用需求的井喷,概念格构造算法的研究与发展充

满机遇与挑战.
2. 3摇 概念格约简存在的问题

与 1. 3 节呼应,下面阐述属性约简和概念约简

研究中存在的一些问题. 由于属性约简的语义非常

清晰,例如现有的四种常规属性约简———保持概念

格结构不变的约简、保持交(并)不可约元外延集不

变的约简、粒约简,所以具有较好的应用前景. 截至

目前,这些属性约简方法离实践应用仍有不小的差

距,主要有两方面的原因:1)有些约简方法无法回

避构建概念格,会涉及庞大的计算量,令用户望而却

步;2)约简算法还不够完善,计算约简本身有时也

相当耗时. 此外,需要继续提出更多面向用户实际需

求的简易约简方法.
概念约简能保持对概念信息的需求不变,涉及

更少的概念节点,理论意义非常明确. 作为一个有前

景的研究方向,仍需进一步探讨制约其发展的关键

问题,例如保持二元关系不变的概念约简:一个形式

背景对应的概念约简通常是不唯一的,那么如何快

速获取概念个数最少的概念约简值得考虑. 其次,概
念约简一般不再是一个格(而是偏序集),那么是否

存在某个偏序集能形成格结构? 再者,既然概念约

简并不改变原始的形式背景,而概念约简又只是全
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体概念的一部分,那么是否存在完备的概念约简

(按照某种方式能生成剩余的概念)也是一个重要

课题. 决策形式背景上的概念约简如何实施及其语

义如何解释,这些都是当前面临的困难问题. 最后,
概念约简也可有不同的语义,1. 3 节重点介绍的概

念约简是从保持二元关系不变的角度给出的,这意

味着保持原始背景其它信息不变的概念约简仍值得

继续探讨.
2. 4摇 基于概念格的规则提取存在的问题

1. 4 节主要介绍决策蕴涵(包含决策规则、粒规

则等)和模糊决策蕴涵的研究状况,尽管这些方面

已取得丰富的研究成果,但仍存在一些关键问题需

要深入探讨. 基于 琢 推理规则建立的决策形式背景

的知识约简理论与方法离实际应用还有一定的距

离,主要原因如下:1)实现这些方法均以构建概念

格为前提,计算量太大;2)知识约简过程较复杂,无
法在保证计算效率的情况下得出满意的约简结果,
因为求解最小约简(元素个数最少的集合)本身就

是一个 NP鄄hard 问题. 对于 1),可考虑在不构建概

念格的前提下实现决策形式背景的知识约简. 然而

需要指出的是,这里不包括重新定义约简,单纯指计

算技巧上的优化. 对于 2),可借鉴各种智能近似算

法在计算成本和最优解之间做出权衡,这里也不包

括问题等价转化再进行计算. 当然,还可基于其它扩

展概念格和推理规则讨论复杂决策形式背景的知识

约简问题.
另外,模糊决策蕴涵较复杂,理论上表现在模糊

逻辑推理方面,计算上体现在急剧增多的规则数量.
这个不难理解,因为模糊概念格和经典概念格的节

点个数相差太悬殊. 此外,受模糊决策蕴涵中模糊逻

辑因素的影响,要联系模糊决策蕴涵与模糊形式背

景中特定的数据分析任务较困难. 通常后者的研究

超前于前者,所以模糊形式背景的模糊概念格及其

约简引起学者们的关注,但对模糊决策蕴涵的研究

却相对较少. 不仅如此,这会进一步导致基于模糊决

策蕴涵的数据驱动应用研究难以落到实处. 除了受

复杂的模糊逻辑因素的影响,模糊决策蕴涵的研究

较少,还与构建模糊概念格涉及繁琐的计算有关. 上
述问题对模糊决策蕴涵的发展带来极大挑战,有待

今后深入探讨.
2. 5摇 概念知识空间存在的问题

1. 5 节重点介绍概念知识空间在概念认知学习

中的应用,有关分析已表明概念知识空间是研究概

念认知学习的核心载体,据此可完成线索导向式的

概念学习过程,也能设计性能较优的增量学习分类

算法,但如下问题仍有待研究.
1)基于概念知识空间的概念学习未讨论概念

知识空间的极小化,实际上它与概念学习任务是密

切相关的,有可能存在一些粒概念相对于概念学习

任务是冗余的.
2)基于概念知识空间的概念学习方法尚未与

其他领域的同类方法进行全面对比,因此独特性有

待进一步考察.
3)基于概念知识空间的概念学习未讨论如何

对错误概念进行识别与修正,与人脑的概念认知过

程不完全吻合,这方面或许可以借鉴文献[181]的

一些研究思路.
4)基于概念知识空间的增量学习分类算法在

增量学习过程中通过新样本对概念知识空间进行更

新时,未讨论新样本对分类性能的影响,即有可能添

加对分类结果造成干扰的新样本,从而产生负面

影响.
5)基于概念知识空间的增量学习分类算法目

前只考虑样本是单标签的情况,而现实中有些样本

可能携带多个标签,所以仍需进一步提出适用于多

标签样本的增量学习分类算法.
总之,无论是基于概念知识空间的概念学习研

究,还是基于概念知识空间的增量学习分类算法,都
只是刚刚起步,相关理论与方法有待进一步完善.
2. 6摇 概念格的粒计算方法存在的问题

1. 6 节讨论多粒度形式概念分析与基于概念格

的粒描述问题,这是两个新兴的研究方向,但相关理

论和方法还不够完善,很多问题需要进一步探讨,具
体概括如下.

1)多粒度形式概念分析研究中已给出多粒度

形式背景的描述,考虑到多粒度数据的形成依赖于

属性粒度粗细变化,在经典形式背景中布尔属性的

合并与分解可反映属性粒度粗细变化情况,但是对

于复杂数据很难得到类似结果,如不完备数据中包

含的缺失值合并或分解不确定与哪个具体数值对

应,因此有必要继续研究扩展的多粒度形式背景.
2)多粒度形式概念分析的核心概念是属性粒

度粗细变化,借助于属性粒度粗细变化关系可实现

知识在不同粒度空间进行相互转化,一般而言细粒

度向粗粒度转化时信息会丢失,它不需要额外信息

即可实现,但粗粒度向细粒度转化时信息会增加,它
需要额外信息才能完成,这会带来一系列的问题,如
信息丢失时如何度量及信息增加时如何在代价最小

的情况下提供额外的信息完成粒度转化.
3)多粒度粗糙集和多粒度形式概念分析均可
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实现多粒度数据分析与处理,那么一个值得思考的

问题是:对于同个多粒度数据分析任务,从哪些角度

去判断这两种方法孰优孰劣? 如果各有优势,那么

这两种多粒度数据分析方法能否进一步融合得到更

有效的模型.
4)现有的基于概念格的粒描述方法是在给定

描述语言的情况下讨论目标粒的描述,即利用某一

类概念格研究粒描述. 为了提高粒描述的精度,应继

续探讨多种概念格相互协助的粒描述.
5)现有的基于概念格的粒描述方法都是针对

静态数据进行研究,现实中的数据往往处于动态更

新的环境之中,如何通过更新已有的粒描述生成新

的描述结果也是一个有意义的研究课题.
6)现有的基于概念格的粒描述方法与粒计算

领域中的粒描述方法[239-240 ] 尚未进行对比研究,优
势和性能有待进一步评估.

7)在当今大数据时代,海量数据基本上都是分

布式存储在空间各异的服务器上,它要求粒描述方

法必须适用于分布式环境,这意味着今后需要开发

相应的粒描述分布式技术.
2. 7摇 概念格应用存在的问题

本节对概念格应用近期有望取得突破的一些研

究方向存在的问题进行归纳.
1)基于概念格的本体研究. 该方向已取得一些

初步的研究成果,可适应时间序列模式和多维空间

结构融合的本体研究,但这还远远不够,如在多粒度

多维度动态数据等复杂环境下如何实现本体快速构

建与有效融合仍需进一步研究.
2)基于概念格的知识表示、发现与推理. 根据

1. 7 节的讨论,概念格自身就是知识表示与发现的

一种载体,不仅如此,还可通过概念蕴涵实现规则推

理,这方面相关的理论与方法均较成熟. 然而,以概

念格为基础的知识表示、发现与推理,受概念格构建

的影响会产生大量的计算成本,因此未来急需大幅

提高建格效率.
3)基于概念格的认知计算. 概念格自身的形成

过程在某种程度上体现知识认知的规律,也较适合

模拟人脑的认知过程. 但是,人脑的认知过程不是简

单机械地重复一个过程,它还包含一定的不确定性.
为了更好地模拟人脑的认知过程,需要将认知的修

正功能及认知遗忘和认知重现等复杂因素考虑在

内,这是一个有挑战性的研究课题.
4)基于概念格的聚类分析. 概念格的节点和层

次结构都反映聚类的特性,今后有望成为机器学习

领域的一个重要研究内容[241-242] . 基于概念格的聚

类方法的优势是附带额外的语义信息而使结果更具

有可解释性,不足之处是概念格的计算量太大. 目
前,传统的方法还不适合大规模数据的聚类分析,这
方面或许可以借鉴文献[31]、文献[33]和文献[34]
的一些做法.

最后,需要指出的是,除了上述 7 个研究方向各

自存在的问题之外,概念格理论与方法研究还有一

些公开的问题. 例如,概念的形式化描述要求外延与

内涵之间相互唯一确定,但在某些情况下外延与内

涵可能无法做到一一对应[243],所以现有的概念研

究方式需要革新. 另外,传统的概念格理论与方法研

究太注重概念的严格表示,而现实中人们对概念的

使用较随意[244 ],因此需要在更宽松的要求下建立

新的概念表示方法.

3摇 结 束 语

概念格理论与方法的研究已将近 40 年,取得一

系列的成果,主要集中在概念格模型推广、概念格构

造、概念格约简、基于概念格的规则提取、概念知识

空间、概念格的粒计算方法和概念格应用等研究方

向. 值此之际,本文对概念格理论与方法的研究工作

进行梳理、总结与展望,特别地,分析主要研究方向

今后发展可能会遇到的若干关键科学问题,提出一

些初步的设想或研究思路,供从事相关领域研究或

有意向解决这些问题的学者们参考. 此外,需要指出

的是,本文介绍的研究内容仅是概念格理论与方法

取得的众多研究成果中的一部分,并未涵盖所有的

研究工作. 像概念格的图论方法、基于概念格的

Domain 理论及概念格的冲突分析研究等研究领域,
本文并未展开介绍和详细分析. 实际上,本文主要目

的是介绍部分有特色的研究方向,归纳概念格理论

与方法研究领域中一些重要的研究课题,在此基础

上提出若干有理论意义或实际应用价值的问题,以
便读者了解这个研究领域的大致轮廓和今后发展的

前景与潜力,避免过细过全地介绍研究内容而导致

文章主题不够突出.
此外,根据本文对概念格理论与方法已开展的

研究进行归纳和总结,不难得到如下结论.
1)传统的研究方向已较成熟,像概念格模型推

广、概念格构造、概念格约简和基于概念格的规则提

取,这些研究方向已逐渐开始转入深层次问题的探

讨. 例如,概念格模型推广需要直面理论创新与实际

应用价值,概念格构造需要在计算效率上显著提高,
概念格约简应尽可能避免构建整个概念格以增强实
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际应用的可行性,以及基于概念格的规则提取如何

大幅度抑制规则数目的快速增长.
2)新兴的研究方向才刚刚起步,像概念知识空

间、概念格的粒计算方法和概念格应用中的认知计

算等研究工作,目前尚处于理论和方法的完善阶段,
有些问题甚至都还没有明确的定论. 例如,概念知识

空间如何根据实际问题确定具体的组成要素,概念

格的粒计算方法如何在用户指定描述语言的情况下

找到形式背景的所有可定义粒,概念格应用中的认

知计算研究如何充分发挥概念格结构潜藏的有用的

认知信息.
总之,概念格理论与方法的研究前景较好,现阶

段需要突破本文指出的各类关键问题. 特别地,如何

弱化概念的严格表示以便与现实中人们对概念的理

解和使用一致,将概念与粒知识联系使概念格与粒

计算进行深度融合,用于解决更多的实际问题,以及

对概念认知的深入研究,从而发挥概念是基本的认

知单元的积极作用. 这些方面一旦取得实质性的突

破,将会极大促进人工智能、认知科学等领域的进一

步发展.
最后,需要强调的是,概念格理论与方法的研究

不再只局限于形式概念分析的理论框架下进行探

讨,它发展到今天已经与其它理论深度交叉融合,如
粗糙集、模糊集、粒计算、三支决策及认知计算等,从
而可更好地解决机器学习、人工智能、认知科学等领

域中存在的关键科学问题.

致 谢摇 本文特为庆祝中国粒计算与知识发现学术

会议召开 20 周年而撰写,感谢会议多年来为相关研

究领域提供交流平台,促进粗糙集、概念格、粒计算、
三支决策等研究方向的快速发展!
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